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1 KARMASIK SAYILAR

1.1 Karmasik Sayilar Kavrami

Denklemlerin, bazi kiimelerde ¢dziimleri bulunmamaktadir. X+5=0 denkleminin dogal sa-
yilar kiimesinde ¢6ziimii mevcut olmamasina ragmen tam, rasyonel ve gergel sayilar kiimesinde ¢o-
zumu mevcuttur.

X?+9=0 denkleminin ¢bziim kiimesi ise her ii¢ say1 kiimesinde de mevcut degildir. Bu ve
bunun gibi denklemlerin ¢6ziimiiniin yapilabilmesi i¢in karmagik sayilar kiimesi gelistirilmistir.

Karmasik sayilarla verilen kurallar, alternatif akim elektroniginin olusumunda kisaca elekt-

ronikteki ilerlemelerin de temelini olusturmustur. Boylece geometrik toplamlar cebirsel toplamlar ha-
line gelirken vektorel islemler de skaler islemler sekline doniismiistiir.

1.1.1 Gergel Sayilar Kiimesinin Genisletilmesi

Gergel sayilar kiimesi iizerinden karmasik sayilar kiimesi tanimlanarak gercel sayilar kiimesi
genisletilmistir.

Tanim (KARMASIK SAYILAR)
(Cz{(x,y)| X,yeR} olmak tizere C kiimesine karmagsik sayilar kiimesi, C nin her bir

elemanina karmagik say denir.
(X,y) €C ise x sayisina karmasik sayinin gercel kismi, y sayisina da sanal kismu denir.

Bir karmagik say1 Z=(X,Y) ise z karmagik sayisinin gergel kismi Ger(z) =X ve sanal kismi
San(z) =y bigiminde ifade edilir.

.. 1
Ornek 1: (%‘ ,B) sirali ikilisinin bir karmasik say1 olmasi igin a ve b yi bulunuz.

Yanit 1:

2 ve % kesirlerinin tanimsiz oldugu noktalar: a#1 ve b#0 dir. Dolayistyla,

aeR— {1} ve beR- {O} oldugu takdirde (%,%j sirali ikilisi bir karmagik sayidir.

ALISTIRMALAR
1. Birbirinden farkli 7 karmasik say1 bulunuz. 3. (5T1a , 3) siral1 ikilisinin bir karmasik olabilme-
2. (_% ’3) siralt ikilisinin bir karmagik olabilme- si i¢in a sayisinin almasi gereken degerleri bu-
si i¢in a sayisinin almasi gereken degerleri bu- lunuz.
lunuz. 4. (cos60, sin30°) karmasik sayisinin esiti

hangi karmasik sayidir?
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Karmagsik Sayilar

1.2 Iki Karmasik Sayinin Esitligi

Tanim (KARMASIK SAYILARIN ESITLIGI)
Herhangi iki karmagik say1 z, =(X,y) ve z, =(u,V) olmak iizere

2,=2, < (Xx=u ve y=v)

dir.

Ornek 1: z=(1-X,y—2) ve W=(-2,6—Yy) karmasik sayilari esitise X+Y kagtir?

Yanit 1:
z=w 1-xy—-2)=(-2,6-Yy)
1-x=-2 ve y-2=6-y
X=1+2 ve 2y=6+2

Xx=3 ve y=4

(U R

Bu durumda, X+Yy =7 dir.

ALISTIRMALAR

1. 1-X%, 3—-y)=(y—5 4—X) ise bu karmasik | o (ex+y13) _ (l X — y) ise bu karmasik sayilar
sayilar igin x ve y nedir?

icin § kagtir?

1.3 Karmasik Sayilar Kiimesinde Islemler

Karmasgik sayilar kiimesindeki islemler:

1. Toplama islemi
2. Cikarma islemi
3. Carpma Islemi
4. Bélme Islemi

1.3.1 Toplama islemi

Tanim (TOPLAMA ISLEMI)
Karmasik sayilar kiimesinde

+:CxC—-C
+:((%Y), (U,V)) > (Xx+U, y+V)

seklinde tanimlanan + islemine toplama islemi denir.

Ornek 1: (3-5) ve (4,7) karmagik sayilarimin toplamini bulunuz.
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Karmasik Sayilar

Yamt 1:
(3-5)+(4,7) =(B+4,5+7) =(7,2

Ornek 2: z=(1-X,y—2) ve W=(-2+X,6—Y) karmasik sayilar1 ise Z+w nedir?

Yanit 2:
z=(1-x,y—-2) ve W=(-2+X,6-Y) =  z+W =([1-Xy-2)+(-2+X%,6-Y)
= =1—X+(2+X),y—-2+(6-Y))
= =(1-X-2+X,y—2+6-Y)
= =(-14)
ALISTIRMALAR
1. (-13-5) ve (24,57) karmagik sayillarmm | 3. (35) ve (—24,-57) karmasik sayilarmin
toplamin1 bulunuz. toplamin1 bulunuz.
2. B-x+y,y-5 ve (4+x-y,7-y) Kkar- | 4. B5+X-Y,y+5-X) ve (4—X+Y,7+X-Y)
magik sayilarinin toplamini bulunuz. karmagik sayilarinin toplamini bulunuz.

1.3.2 Cikarma Islemi

Tanim (CIKARMA ISLEMI)
Z,, Z, € C olmak iizere

Z + (_Zz)

sayisina z; in z, den farki denir. Bu fark z, —z, bigiminde gosterilir.

Ornek 1: (3-5) ve (4,7) karmagik sayilarimn farkini bulunuz.

Yanit 1:

B-5-(47 =B-5+ [—(4, 7)]
=(3-5)+(4,-7)
=(3-4,-5-7)
=(-1-12)

Ornek 2: z=(1+X,~y—2) ve W=(-2+X,6—Y) karmasik sayilari ise Z—w nedir?

Yanit 2:

z=1+%X-y—2) ve w=(-2+X,6-Y) z-wW =1+X-y—-2)—(-2+X%,6-Y)
=(+x—=(=2+x),—y-2-(6-Y))
=1-X+2-X,~y—2-6+Yy)

=3-9)

R
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Karmagsik Sayilar

Ornek 3: (3,-5) ve (—9,—7) karmasik sayilarmin farkini bulunuz.

Yamt 3:
(3-5)—-(9,-7 =35+ [—(—9, —7)]

=(3-5)+(9,7)
=(3+9,-5+7) =(12,2)

ALISTIRMALAR
1. (-13,-5) ve (24,57) karmasik sayilarinn | 3. (13,5) ve (24,-57) karmasik sayilarmn far-
farkini bulunuz. kin1 bulunuz.
2. B3—X+Y,y-5) ve (4+x-y,7-y) karma- | 4. (3+X+Y,y—5+X) ve (4+X-y,7—-y+X)

sik sayilarinin farkini bulunuz. karmasik sayilarinin farkini bulunuz.

1.3.3 Carpma Islemi

Tanim (CARPMA ISLEMI)
Karmasgik sayilar kiimesinde

< CxC—->C
(04 Y), (U V) > (xu—yv, xv+yu)

seklinde tammlanan - islemine ¢arpma iglemi denir.

Ornek 1: (3-5) ve (4,7) karmagik sayilarimin garpimini bulunuz.

Yamt 1:
3-5-(47) =3-4—(-5H-7, 3-7+(-5H)-9)

=(12—(=35), 21+(-20))
=(12+35, 21-20)
=(47,0)

Ornek 2: (-3,-5) ve (-4,7) karmasik sayilarmin ¢arpimini bulunuz.

Yanit 2:
(3-5)-(47) =(-34-(-57.(-3-7+(-5-(4))

(
(12— (-35),-21+(~20))
(12+35,-21-20)

(

47,-41)

ALISTIRMALAR
1. (-13-5) ve (24,57) karmagik sayillarmin | 3. (35) ve (0,1) karmasik sayilarmmn ¢arpimini
¢arpimini bulunuz. bulunuz.
2. 3—X+Vy,y-5) ve (4+x-y,7-y) Kkar- | 4. (30) ve (0,]) karmasik sayilarmin ¢arpimini
masik sayilarinin ¢arpimini bulunuz. bulunuz.
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Karmasik Sayilar

1.3.4 Bélme islemi

Tanim (BOLME ISLEMI)
2,,2,€C ve z, #0 olmak iizere

Z,-7,

sayisina z, in z, ye béliimii denir. Bu bolim —* bigiminde gsterilir
Z2

Burada bir karmasik sayinin ¢arp islemine gore tersinin tanimi yapilacaktir.

1.3.4.1 Bir Karmasik Sayinin Carpma islemine Gére Tersi

Tanim (BOLME ISLEMI)
z=(a,b) eC ve z#0 olmak iizere

2_1:( a b j
a+b?" a’+b?

saylsina z Nin ¢arpma islemine gore tersi denir ve z* bigiminde gosterilir

Ornek 1: z=(3,-5) karmagik sayisimin tersini bulunuz.

Yamt 1:

s (8 5
z=3-5 = z ‘(32+(—5)2’ 32+(—5)2j

_ z1=[ 3 5 j
9+25" 9+25
= Z_l:(i _Ej
34" 34

Ornek 2: W=(3,4) karmasik sayisinn tersini bulunuz.

Yanit 2:

B 3 4
w=@4 = Wl:(32+42’_32+42j

N W1=(i_ 4 j
9+16' 9+16
= le(i —ij
25 25

Ornek 3: (3-5) ve (4,7) karmasik sayilarimin bdliimiinii bulunuz.
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Karmagsik Sayilar

Yanit 3;
(31_5) _ | -1
i) =69 =354
4 7
:(3’_5)'(42+72'_42+72j

4

7

=(3,-5)- —
16+49 16+49

-5 o

65’

7

65)

12 7

21 4

(%_1_3 _%_Ej

(_

z_a)
65’ 65

Ornek 4: z=(1,2) ve w=(2,6) karmasik sayilari igin % kagtir?

Yan1t4
_12) 4
2)-(2,6
-G g =129
6
=¢2)- ( +6%' 22+62j
2 6
—(12)| £, -2
t2) (40 40)
1 3
~(12). = —=
&2) (20 20)
(11 53,8, 1
20 200 20 20
( 1 6 3 2 j
= ==, —+—
20 20 20 20
_(1 _ij
20" 20
ALISTIRMALAR
@-D . . . (2,3) ) .. .
) isleminin sonucu nedir? 3. +(0,1) isleminin sonucu nedir?
w2 " OV
2. z=(-12) ve w=(56) karmasik sayilar1 | 4. z=(12,5) ve w=(-2,5) karmagik sayilari
icin z kactir? icin z kactir?
W W
7 © Matematik ve Bitgi Egitim D Uk Fizmetleni
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Karmasik Sayilar

1.4 Grup

Bir matematik yapisinin Grup (C,+) olabilmesi i¢in

G1: Kapahlik 6zeligi
G2: Birlesme ozeligi
G3: Birim eleman o6zeligi
G4: Ters eleman 6zeligi
bu dort belit saglanirsa yap1 Grup (C,+) olur.
GS5: Degisme ozeligi

belitinin saglanmasi ile yap1 Degismeli Grup (C,+) olur.

Teorem
Karmasik sayilar kiimesi toplama islemine gore degismeli bir gruptur. Yani (C,+) matema-
tik yapist degismeli gruptur.

Ispat:

Grup belitlerini gostermek teoremin ispati i¢in gerektir ve yeterdir. Degismeli grup icin
G1: Kapalilik 6zeligi

G2: Birlesme 6zeligi

G3: Birim eleman 6zeligi

G4: Ters eleman 6zeligi

G5: Degisme ozeligi

belitlerini ispatlayalim.

G1: Kapahlik ozeligi:
vz,2,eC = 7,+Z,eC
onermesinin dogru olmasi gerekir.
z,=(a,b) ve z,=(c,d) ise z +z,=(a,b)+(c,d) =(a+c, b+d)
a+ceR ve b+deR oldugundan 7, +z,eC dir.
C, toplama islemine gore kapalidir.
G2: Birlesme ozeligi:
V2,,2,,2,€C = (2,+2,)+2,=2,+(2,+Z,)
onermesinin dogru olmasi gerekir.

z,=(,b), z,=(c,d) ve z;=(ef) ise (z,+z,)+2z,=2 +(z,+2;) olacaktir.

© Matematit ve Bilgisayar Egitim Danmsmanll Ftizmetleri 8




Karmagsik Sayilar
(z,+2,)+z,=[@b)+(c.d)]+(f) =[@@+c.b+d)]+(ef)

=((@@+c)+e, (b+d)+f) =(a+(c+e), b+(d+f))
=(@,b)+(c+e, d+f) =2z,+(z,+2,)
G3: Birim eleman 6zeligi:
C nin toplama iglemine gore birim eleman: vardir. Bu birim eleman (0,0) dur.
Vz=(a,b)eC i¢in
(a,b)+(0,0)=(a+0,b+0)=(a,b) | (0,0)+(a,b)=(0+a,0+b)=(a,b)
G4: Ters eleman ozeligi:

Vz=(a,b) eC karmagik sayisinin toplama islemine gére bir tersi vardir. Bu ters eleman

(—a,—b) dir.
vz, =(a,b), z, =(u,v) eC igin

z,+2,=(0,0) = (a,b)+(u,v)=(0,0)
(@a+u, b+v)=(0,0)
a+u=0 ve b+v=0
u=-a ve v=-b
z,=(u,v)=(-a,—b)

U

z, =(a,b) karmagik sayisinin toplama islemine gore tersi z, =(-a,—b) dir.
GS: Degisme ozeligi:

C nin toplama iglemine gore degisme 6zeligi vardir.

vz, =(a,b), z, =(c,d) eC i¢in

z,+2z, =(a,b)+(c,d) =(a+c,b+d)

=(c+a,d+b)
=(c,d)+(a,b)
=7,+2,

Ornek 1: (3,-5) ve (4,7) karmasik sayilarimin toplamini bulunuz.
Yamt 1:

(3-5)+(4,7) =(3+4, -5+7) =(7, 2) veya

4,7+@B-5 =@4+3 7+(-H) =7, 2

Ornek 2: (3,-5) ve (4,7) karmasik sayilarmin toplama islemine gore tersi olan karmasik
sayilart bulunuz.
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Karmasik Sayilar

Yamt 2:
(3,—5) karmagik sayisinin toplama islemine gore tersi : =—(3,-5) =(-3,5)

(4,7) karmagik sayisinin toplama iglemine gore tersi : =—(4,7) =(-4,—7)

ALISTIRMALAR
1. (-3,5)+(-4,—7) toplaminin sonucu nedir? | 2. (-4,-7) toplama islemine gore tersi nedir?

1.5 Cisim

Bir matematik yapisinin Cisim (C,+,-) olabilmesi igin

G1: Kapahilik 6zeligi C1: Kapallik ozeligi
G2: Birlesme o6zeligi C2: Birlesme ozeligi
G3: Birim eleman 6zeligi (C3: Birim eleman ozeligi
G4: Ters eleman 6zeligi C4: Ters eleman ozeligi
GS5: Degisme ozeligi C5: Degisme ozeligi

C6: Dagilma ozeligi

belitlerin saglanmasi ile yap1 Cisim (C,+,-) olur.

Grup belitlerinde toplama islemi, Cisim belitlerinde ise toplama (Grup) ve carpma islemleri
kullanilmaktadir.

Teorem
Karmagik sayilar kiimesi toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir cisimdir. Yani, (C,+,)
matematik yapisi bir cisimdir.

Ispat:
Cisim (C,+,-) belitlerini gostermek teoremin ispat1 igin gerektir ve yeterdir.

Grup (C,+) i¢in G1: Kapalilik 6zeligi, G2: Birlesme 6zeligi, G3: Birim eleman 6zeligi, G4:
Ters eleman 6zeligi, G5: Degisme 6zeligi belitleri sayfa 5 de.

1.5.1 Carpma islemi

Tanim (CARPMA ISLEMI)
Karmasik sayilar kiimesinde

I CxC-C
(%), (U, V)= (Xu—yv, Xv+yu)
seklinde tanimlanan - islemine ¢arpma islemi denir.

Ornek 1: (3,-5) ve (4,7) karmagik sayilarimin garpimimni bulunuz.

Yamt 1:
3547 =3-4-(H)7, 3-7+(-5H)-4)

© Matematit ve Bilgi.
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Karmagsik Sayilar

—(12—(-35), 21+ (-20))
=(12+35, 21-20)
=(47,))

Ornek 2: (-3,-5) ve (—4,7) karmasik sayilarinin ¢arpimini bulunuz.

Yamt 2:
(_31 _5) : (_41 7)

(A= (-5) - 7.(-3)- 7+(-5)(-4))

12+35,-21-20)

(
(12— (-35),-21+(-20))
(
(

47,-41)

ALISTIRMALAR

5. (-13,-5) ve (24,57) karmasik sayilarinm | 7. (3,5) ve (0,1) karmagsik sayilarinin ¢arpimini

carpimini bulunuz. bulunuz.

6. 3—x+y,y-5 ve (4+x-y,7-y) kar- | 8. (30) ve (0,1) karmasik sayilarinin ¢arpimini

magik sayilarinin carpimini bulunuz. bulunuz.

1.5.2 Bélme Islemi

Tamim (BOLME ISLEMI)
2, 2, eC ve z, #0 olmak iizere

2,2,

sayisina z, in z, ye béliimii denir. Bu bliim — big¢iminde gosterilir
ZZ

Burada bir karmasik sayinin ¢arp islemine gore tersinin tanimi yapilacaktir.

1.5.2.1 Bir Karmasik Sayinin Carpma islemine Gére Tersi

Tamim (BOLME ISLEM]I)
z=(a,b) eC ve z#0 olmak iizere

2‘1:( a b j
a?+b®’ a’+b’

saylisina Z Nnin ¢arpma islemine gore tersi denir ve ' bigiminde gosterilir

Ornek 1: z=(3,-5) karmasik sayisinin tersini bulunuz.

Yamt 1:
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Karmasik Sayilar

1 3 5
=35 = =z (:’)2+(—5)2'_32+(—5)2j

_ ( 3 5 j
9+25’ 9+25
f— Z_lz(i _ij
34" 34

Ornek 2: wW=(3,4) karmasik sayismin tersini bulunuz.

Yanmt 2:
3 4
w=(34 wt= -
34) = (32+42 32+42j
= le( 3 __ 4 j
9+16° 9+16

= W’l :(i _ij
25" 25

Ornek 3: (3,-5) ve (4,7) karmasik sayilarinin boliimiinii bulunuz.

Yamt 3:
B g5 L =354

(4,7) (47)
4 7
:(3’_5)'(42+72’_42+72)
=(3,_5).( 4 _ 7 )
16+49 16+49
7
=G _)(65 65)

4 7 7 4
gl ella) o
_[E_l _2_1_ij
(65 13’ 65 13

65" 65

Ornek 4: z=(1,2) ve w=(2,6) karmasik sayilari igin z kagtir?
w

Yamt 4:
z _(12) 4
— 2)-(2
v 2o ~42@8
6
=(2). ( +62 22 +62]
© Matematit ve Bilgisayar Egitim Danmsmanll Ftizmetleri 12




Karmagsik Sayilar

2 6
:(112)(%1_%)

1 3
:(112)(%1_%)
(.__ . 3+2i)

20 20
w2 %)
20 20’ 20 20
i
20

ALISTIRMALAR
: ) isleminin sonucu nedir? 7. 23 +(0,1) isleminin sonucu nedir?
1L-2) @-9

6. z=(-1,2) ve w=(56) karmasik sayilar1 | 8. z=(12,5) ve w=(-2,5) karmasik sayilari

.. z .. Z
icin — kactir? icin — Kkactir?
w W

Grup konusunda ispatlanmustir.

Asagida Cisim (C,+,-) i¢in verilen ¢arpma iglemi belitleri ispatlanmustir.

C1: Kapalhihk ozeligi
vz,2,eC = 2z,-2,e€C
onermesinin dogru olmasi gerekir.
z,=(a,b) ve z,=(c,d) ise z-z,=(a,b)-(c,d) =(ac—hbd, ad+bc)

ac—bdeR ve ad+bceR oldugundan z,+2,C dir. C, ¢carpma islemine gore kapalidir.

C2: Birlesme ozeligi

V2,,2,,2,€C = (2,°2,)2,=2,-(2,-2,)
onermesinin dogru olmasi gerekir.

z,=(@,b), z,=(c,d) ve z;=(ef) ise (z,-2,)-z;=2,-(z,-2;) olacaktir. Bu duruma
gore;

(z,-2,)-2,=((a,b)- (c,d))- (e,f) =((ac—bd)e — (ad + be)f , (ac — bd)f + (ad + bc)e)
—(ac—bd,ad +bc)- (e, f)

(ace —bde —adf —bcf , acf —bdf +ade +bce)
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Karmasik Sayilar
z,-(z,-2;)=(a,b)-((c,d)- (&) =(a(ce—df)—b(cf +de),a(cf +de) +b(ce —df))

=(a,b)- (ce—df,cf +de) = (ace —adf — bcf — bde, acf +ade + bce — bdf )

Buradan (z,-2,)-z;=2,-(z,-2Z;) oldugundan C nin ¢arpma islemine gore birlesme 6zeligi
vardir.

C3: Birim eleman ozeligi

C nin ¢arpma islemine gore birim elemani vardir. Bu birim eleman (1,0) dur.
Vz=(a,b)eC i¢in

(@b)-L0)=(a-1+b-0a-0+b-D=@b) | (L0)-(@b)=(-a-0-b1-b+0-a)=(ab)

C4: Ters eleman ozeligi

Vz=(a,b)#(0,0)eC karmasik sayisinin ¢erpma iglemine gore bir tersi vardir. Bu ters
eleman a___b dir
a’+b*’ a’+b? '

vz, =(a,b),z,(X,y) eC igin

(@,b)-(x,y)=(1,0) ‘ (x,y)-(a,b)=@1,0)
= (ax—by,ay+bx)=(10) = (Xxa—yb,ya+xb)=(10)

Karmasik sayilarin esitliginden

ax-by=1 X=—o  ve y= b
ayrbx=0 O atp? Y="a i
a b ,
Ters eleman (x,y)=(aZerz __a2+b2] dir.

C de (0,0) karmasik sayisi hari¢ tim karmagik sayilarin ¢arpma iglemine gore tersi vardir.

C5: Degisme ozeligi
C nin ¢arpma iglemine gore degisme 6zeligi vardir.
vz, =(a,b),z,(c,d)eC i¢in

(a,b)-(c,d) =(ac—bd,ad+bc)
=(ca—db,da+ch)
=(c,d)-(ab)
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Karmagsik Sayilar

C6: Dagilma ozeligi

C de ¢arpma isleminin toplama islemi {izerine sagdan ve soldan dagilma 6zeligi vardir.

vz, =(a,b),z,(c,d),z, =(e,f) eC igin

2,-(z,+2;) =(a,b)-[(c.d)+(ef)]
=(a,b)-[(c+e,d+f)]
=(a(c+e)—b(d+f), b(c+e)+a(d+f))
=(ac+ae—hd—bf, ad+af +bc+be)
=(ac—bd+ae—Dbf, bc+ad+af +be)
=(ac—bd, bc+ad)+(ae—bf, af +be)
=(a,b)-(c,d)+(a,b)- (e,f)

=2,-2,+2,-Z,

(z,+2;)-2,=[(c,d)+(e,f)]-(a,b)
=[(c+e,d+f)]-(a,b)
=((c+e)a—(d+f)b, (c+e)b+(d+f)a)
=(ca+ea—db—fb, cb+eb+da+1fa)
=(ca—db+ea—fb, cb+da+fa+eb)
=(ca—db, cb+da)+(ea—fb, fa+eb)
=(a,b)-(c,d)+(a,b)- (e,f)

=2,2,+2,-Z,

Boylece C nin bir Cisim (C,+,-) oldugu ispatlanmus olur.

Ornek 1: (1,-5) karmagik sayismin tersini bulunuz.

Yanit 1:

z=(a,b) karmagik sayisinin tersi W=(U,V) olsun. Buna gore

)

ALISTIRMALAR

1. (-2,7) karmagik sayisinin tersini bulunuz.

1.6 Sadelestirme

| 2. (-12,0) karmasik sayisinin tersini bulunuz.

Teorem
zZ-Vv z

Z, W0, v#0eC ise — =— dir.
A

w

15
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ispat:

z-v 1

W-V ( ) W-V
—@ VW)
=(Z-v)(w*-v7)
=@Z-v)(v'-w)
=Z- (V_V—l) wt
=z-w*
_Z

W
Ornek 1: w karmagik sayisini sadelestiriniz.
Yanit 1:

(3-5)-9,7) _(3-5)
(35)-(97) (35

=(@3, _5)(3 5 j

34 34
:(3_§ _E_Ej
34 34" 34 34
_(_é _Ej
17" 17
ALISTIRMALAR
3 ((—3:’)’,55)) ((33,,4‘;) karmagik sayisini sadelestiriniz. | 4. % karmagik sayisini sadelestiriniz.

1.7 Gergel ve Karmasik Sayilar Arasindaki Iliski
Ikinci bilesenleri sifir olan, (X,0) karmagik sayilar kiimesini C" ile belirtelim.
C ={(x,0)|xeR}
dir. C* toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir cisim (C',+,-) olamaya devam eder. Sayfa 10 deki 1.5
Cisim konusundaki teorem ve ispati ile ispatlanabilir. Matematik yapis1 Gergel sayilar kiimesinin de

Cisim (R, +,-) oldugu biliniyor. Bu iki Cisim arasindaki iligki tanimlanirsa:

f:C" >R
f:(x,0) >x

buna gore toplama, ¢carpma ve fonksiyonun birebir ve orten fonksiyon olma 6zeliklerini verelim.

© Matematif ve Bitgi Egitim Damsmanbih Hizmetleri 16
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i. (,0),(b,0)eC igin (a,0)+(b,0) ve (a+b,0) elemanlarinin file elde edilecek goriintiisii
a+b dir.

f((a,0)+(b,0))=a+b

ii. f((a,O)-(b,O)):a-b
iii. f fonksiyonu birebir ve orten fonksiyondur.
Iki sistem arasinda islem-koruyan (homomorfizm) bir fonksiyon varsa ve bu fonksiyon ayni
zaman da birebir ve Orten (izomorf) ise bu iki sistem birbirine denk olur. Bu durumda herhangi bir
Onerme biri i¢in dogru ise digeri icin de dogrudur. Buna gore

(x,0) ilex

ayn1 sayinin iki farkli gosteriminden baska bir sey degildir.

Ornek 1: (-3,0), (1,0), (0,0), (%,OJ ve (\/z 0) karmagik sayilarmin hangi gergel sayila-

ra esit olduklarini bulunuz.

Yanit 1:
(-30)=-3, (L0)=1,  (0,0)=0, @0}:% (V2.0)=v2
ALISTIRMALAR
1. (30), (-10), (0,0), (—%,oj ve (—Ji,o) 2. (=7,0), (10,0), (0,0), (%o) ve (Jl_G,O)
karmagik sayilarinin hangi gergel sayilara esit karmasik sayilarinin hangi gergel sayilara esit
olduklarimi bulunuz. olduklarimi bulunuz.

1.8 Karmasik Sayilarin Normal Bigcimi

Euler Leonhard (1707 - 1783) tarafindan matematige kazandirilan i sayist tanimlanacak ve
ozelikleri verilecektir.

Tanim (I SAYISI)

0, =i
dir.

Teorem

i2=-1
dir.
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Ispat:
? =i-i =(0.0-(0)

=(0-0-1-1,0-1+1-0)

=(-10) =-1

Ornek 1: /-4 ve +—20 ifadelerinin esitlerini bulunuz.

Yanit 1:

V-4 =J-1-4
=iZ-4
74
=i-2
=2-i

-20

Ornek 2: i° ve i’ +i* ifadelerinin esitlerini bulunuz.
Yanit 2:
i5 :i2-2+1 i7
()
(-
=1-i
=i
H H 111
Ornek 3: V8 ve ! +_I ifadelerinin esitlerini bulunuz.
J2 2i
Yanit 3:
i-J8 i-i"-8
Z 0
Cihie2d2
2
222
J2
122
J2
=-2

Ornek 4: P(2)=2" —2° +32° -5z ise P(i) nedir?

I |
o

+1

Lol
=5
N
N
© o

E

112 33241

() -i+()
() i+(0f

—1-i+1
—i+1

i it (i) i (?)

2i 2i
(D) i
B 2i

i
2
_a
2
-1

Yanit 4:
Pi)=i"—*+3° -5 =  P@)=(i2) i~(P)i+3(i2)-i-5i
© Matematif ve Bitgi Egitim Damsmanbih Hizmetleri 18
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Ornek 4: NeN olmak lizere A=

Yanit 4:

A=i*"

I4n+1

4n+2

+1

U4y

4n+3

PG)=(-1)*-i—(-2)*-i+3(~1)-i-5i

P =-—11-1)-1-3-1-5i

P@i)=—1—-i-3i-5i

P@1)=-10i

i i 4§42 1§72 jfadesinin esitini bulunuz.

A=(i2)" + ()" i ()" ()"
A=(=1)" +(=1)" i+ (=) -2+ (-1 -7
A=1+1-i+1-i+1-i®

A=1+i+i%+i®

A=1+i+(D)+i%-i

A=1+i—1-i

A A

A=0

Ornek 5: Q=i-i*-i®-i*---i*®

Yanit 5:
Q_i I2 I3 I4 "'i23 = Q 1+2+3+4+ +23
pale
= =1 2
= Q=i®
= Q=i"
138
= QZ(IZ)
138
= Q=(-)
= Q=1

Ornek 5: ifadesinin esitini bulunuz.

Yanit 5:

ifadesinin esitini bulunuz.

Tanim (NORMAL BICIM veya CEBIRSEL BICIM)

a+ib karmasik sayisina (a,b) nin normal bicimi veya cebirsel bi¢imi denir.

dir.

Teorem
V(a,b)eC ise (a,b)=a+b-i

19
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Ispat:
(a,b) =(a,0)+(0,b)

=(a,0)+(0,1)-(b,0)

=a+i-b

Tanim (GERCEL ve SANAL KISIM)

Z=a+ib karmasik sayisindaki a sayisina gercel kisum, b sayisia sanal kisum denir.

a=0Cer(z) ve b=San(z) bigiminde ifade edilir.

Ornek : Z=-3+5i karmasik sayisinin gergel ve sanal kisimlarmi bulunuz.

Yanit :
Gergel kisim : Ger(z)=-3
Sanal kisim @ San(z)=5
Ornek : z= il
Yamt :
-8-5i 8 5.
7=—— =  z=—-Ii
4 4 4

Gergel kisim : Ger(z) =—% =2

Sanal kisim  : San(z) :_g

karmasik sayisinin gergel ve sanal kisimlarini bulunuz.

ALISTIRMALAR

\/3 +\/§ . \/E ifadesinin esiti nedir?

i® +i%-i® ifadesinin esiti nedir?

i+i%+1° +---+1* +i* ifadesinin esiti nedir?

i-V-32+i%-J-8
i-v2+4/-18

P(x) =x® —4x* +2x* -5 ise P(i) nedir?

6. NeN olmak iizere A=i"+3"" 43
ifadesinin esiti nedir?

7. NeN olmak iizere A= (isn )2014 + (i8n+2 )2014

ifadesinin esiti nedir?

> wnh e

ifadesinin esiti nedir?

o

8. z=3++/3i karmagik sayisinin gercel ve sanal
kisimlarini bulunuz.

4 .

9. z=— +§I karmagsik sayisinin gergel ve

5

sanal kisimlarini bulunuz.

10. Z:\/é—\/éi karmasik sayisinin gergel ve sa-
nal kisimlarin1 bulunuz.

g+\/§i ise Ger(z)-San(z) nedir?

11.z=

12.7=—-2+3i ise (Ger(2))™ nedir?

1.9 Karmasik Sayinin Geometrik Gosterimi

Karmasik sayilar kiimesinin elemanlari ile analitik diizlemin noktalar1 arasinda,
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Karmagsik Sayilar

a+bi—(a,b)
Ay
bigiminde birebir ve orten eslemesi kurulabilir. Boylece her karmasik say1 (a,by=a+Dbi
icin analitik diizlemde bir nokta karsilik gelir. Bu nokta karmagik sayinin bf----- ':
geometrik gosterimidir. (Sekil 1) !
| X

Analitik diizlemin noktalari ile baslangi¢ noktasi olan (0,0) ile be- 0 é >
lirtilen yonlii dogru pargalarinin belirttigi vektorler arasinda birebir esleme
oldugundan Sekil 1 Karmasik say1

X+iy <> (X,y) vektorl

arasinda birebir esleme yapilabilir. Bu durumda, (X,Y) vektorii karmagsik sayisinin bir geometrik gos-
terimi olmaktadir.

Iki karmasik saymin toplamma, bu karmasik sayilara karsilik
gelen vektorlerin toplamina karsilik geleceginden, karmasik sayilarin ge-
ometrik olarak toplanmasi vektorlerde oldugu gibi paralelkenar kurali ge-
regince yapilir. (Sekil 2)

y4 (a+c,b+d)
(aatz),—"—

O

Sekil 2 Vektor

Ornek 1: z,=2+2i, z,=3+i ve z;=5+3i karmagik sayilarinin geometrik gdsterimini

yapiniz.
Yanit 1: N
z2,=2+72, y .
3 5+31
2L %
z,=3+I, | 242 ///
Z,=5+3i / e g
1
. e L % o
Geometrik gosterimi Sekil 3 de verilmistir. >
o 2 3 5
Sekil 3 Geometrik Gdsterim
ALISTIRMALAR
1. z,=3+4i ve z,=1+2i ise z,+z, karma- | 2. z,=4+i ve z,=3+5i ise z,+2, karmagik
sik sayisinin geometrik gosterimini yapiniz. sayisinin geometrik gésterimini yapiniz.

1.10 Karmasik Diizlem

Tanim (KARMASIK DUZLEM)
Karmasik sayilar kiimesi ile birebir eslenen diizleme karmasik diizlem denir.
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Tanim (EKSENLER)
Karmasgik diizlemde 0x-eksenine gergel eksen, Oy-eksenine sanal eksen denir.

Ornek 1: Z=3+5i karmasik sayisini karmasik diizlemde gosteriniz.

Yamt 1:
Z=3+5i olduguna gore, y4
(3,5)=3+51

Ger(z)=+3 5|----C .
San(z)=+5 E «
Buna gore, z karmagik sayis1 yandaki karmasik diizlemde goste- © 3

rilmigtir. Sekil 4 Karmasik Say1

ALISTIRMALAR
1. z=-13+5i karmasik sayisin1 karmasik diiz- | 2. Z=9-151 karmasik sayisim1 karmasik diiz-
lemde gosteriniz. lemde gosteriniz.

1.11 Bir Karmasik Sayinin Eslenigi

Tanim (KARMASIK SAYININ ESLENIGI)

X-+iy bir karmagik say1 ise X —iy karmagik sayina bu karmasik sayinin eslenigi denir ve z
bigciminde gosterilir.

Z=X+I1y karmagik sayisi ile eslenigi olan E:x—iy karmagsik sayilar1 x-eksenine gore si-
metriktir.

Ornek 1: Z=3+5i karmasik sayisinin eslenigini bulunuz.

Yanit 1:
z=3+5i = z=3+5i =3-5i

Ornek 2: z=3+5i ve W=5+3i karmasik sayilar1 i¢in Z+W yi bulunuz.

Yanit 2:
z+w =(3+51)+(5+3i)

=3+5+i(5+3)
=8+8i
=8-8i

Ornek 3: z=3+51 ve W=5+3 karmasik sayilar1 icin [%] yi bulunuz.

© Matematif ve Bitgi Egitim Damsmanbih Hizmetleri 22
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Yamt 3:

e
[( 1 34)
&

15+15 9+ 25)

_(016) 15, 8,
\34'34) 17 17
15_8,
17 17
ALISTIRMALAR

1.

2.

z=-43-51 karmasik sayismin eslenigini bu- | 3. z=3+5i

z=6+4i ve W=-5+131 karmagsik sayilar1 | 4 7—344j
igin Z+w yi bulunuz.

ve W=5+ 3 karmasik sayilari
lunuz. icin z-w yi bulunuz.

ve wW=4+3
icin Z:W yi bulunuz.

karmagsik sayilar

1.11.1 iki Karmagik Sayinin Toplaminin, Carpiminin ve Béliimiiniin Eslenigi

Asagidaki teoremde iki karmagik saymin toplaminin, ¢arpiminin ve bdliimiiniin eslenigi ile
ilgili 6zelikler verilmistir.

Teorem
Z, WeC olmak tizere

6. 2—2=2-i-San(z)

dir.

Ispat:
zZ=x+iy ve W=U+IV olsun.

23
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1. z+w =(X+iy)+(U+iv) 2. z-w =(X+1iy)-(U+iv)
=(X+u)+(y+iv) = (XU —WV) +i(Xv+yu)
=(X+U)+i(y+V) = (Xu—yv) —i(xv+yu)
=(X+U)—i(y+V) =XU—yW—ixv—iyu
=X+U—iy—iv = XU +i*yW—ixv—iyu
=X—ly+u-—iv =XU—ixv+i’yw—iyu
—7Z+W =X(U—iv) —iy(-iv+u)

=(X—-1y)(u—iv)
=z-w

3 (1) (1 1_ 1_
z)  x+iy z  X+iy
X Yy — 1
:(x2+y2_lx2+y2j X -1y
X y == 4iY
=X2+y2+|xz+y2 X2+y2 X2+y2
4 sz —(z.l) 5. Z4+Z =X+1y+X+iy
w i =X+Iy+X—ly
:z.(lj oy
W =2-Ger(z)
-1
w

6. Z—Z =X+Iy—X+liy
=X+iy—(X—1y)
=X+Iy—X+1y
=21y
=2i-San(z)

Ornek 1: z=3+4i ve w=4-2i ise z+w sonucunu bulunuz.

Yanit 1:
z+w =3+4i)+(4-2)

yan Egitim Damsmantuls Fizmetleri 24
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Ornek 2: z=3+4i ve w=4-2i ise z-w sonucunu bulunuz.

Yamt 2:

z-w =(3+4i)-(4-2i)
=(3-4-4-(-2)+[B-(-2)+4-4)i
=(12+8)+(—6+16)i

=20+10i
=20-10i

Ornek 3: z=3+4i ise [1) sonucunu bulunuz.

z
Yanut 3:
) i)
Z 3+4i
1 1
C3-4i  3-4i
(3+4i)
_3+41 3+4i
3+4*>  9+16
3 4.
=—+—i
25 25

Ornek 4: z=3+4i ve W=4-2i ise (ij sonucunu bulunuz.
w

Yanit 4:
z) _(3+4i) _3+4i
(W)‘(@—zJ 42
34 3-4i
C4+21 442
(4-2i)
_ (3—4i)(4-2i)
Y
_(12-8)+(-6-16)i _4-22i 1 11,
N 20 T 20 5 10

Ornek 5: Z=3+4i ise z+2z sonucunu bulunuz.

Yanit 5:
z+z =2-Ger(z) i¢in Ger(z)=3 oldugundan
z+z =2-3 =6

25
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Karmasik Sayilar

Ornek 4: Z=3+4i ise z—z sonucunu bulunuz.

Yanit 6:
z—z =2i-San(z) ve San(z)=4 oldugundan
z-z =2i-4 =8

ALISTIRMALAR
1. ,=3-2i ve z,=3+2i ise z,+z, Ve _ . Z
Tz ] _2 1 4. 2,=3-2i ve z,=3+2i ise 4 ve i
Z, +Z, degerlerini bulunuz. Z, Z,
2. 2,=3-2i ve z,=3+2i ise ,-2, ve 7,-2, degerlerini bulunuz.

degerlerini bulunuz. 5. z=3-2i ise z+z ve 2-Ger(z) degerlerini

(1Y 1. bulunuz.
3. 2=3-2 (Ej ve — degerlerini bulunuz. 6. z=3-2i ise z—z ve 2-i-San(z) degerlerini

bulunuz.

1.12 Bir Karmasik Sayinin Mutlak Degeri (Modiilii)

Tanim (KARMASIK SAYILARIN MUTLAK DEGERI (MODULU))
Z=a+ib olmak iizere

Ja? +b?

gercel sayisina Z=a+Ib karmasik sayisinin mutlak degeri (modiilii) denir ve |Z| bi¢iminde gosteri-

lir.

Yukarida verilen mutlak deger tamim Gergel sayilar kiimesindeki

y A
mutlak deger taniminin genisletilmis halidir. Buna gore z=a+ib
|| =[a+ib| =va*+Db? 2]
dir. Bir karmasik sayinin mutlak degeri (modiilii), karmasik say1 ile karmagik O ;(
diizlemin baslangi¢ noktasi arasindaki uzaklig: belirtir. (Sekil 5)
Sekil 5 Modiil

Ornek 1: Z=3+2i ise z nin modiiliinii bulunuz.

Yamt 1:

z=3+2i ise 7=y +2°
=v9+4
_JB

Ornek 1: z=1-2i ise |z| yi bulunuz.

© Matematifs ve Bilgisayar Egitim Dansmanteh Fizmetleri
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Yanit 1:
2=1-2i ise |f=y2+(-2)
=v1+4
B
Ornek 3: Z=1-(3—4i) ise z nin modiiliinii bulunuz.
Yamt 3:
Z=i-3-4) =  z=i-3-i-4
=  z=3i-4°
=  z=4+3
2=4+3; = |d=V#+3F
= |z|=v16+9
= |74=5
ALISTIRMALAR
1. z=1-a-i ve |Z|=4 ise a y1 bulunuz. 2. |Z|:«/X+y ise z karmasik sayisini x ve y tii-

riinden bulunuz.

1.12.1 Karmasik Sayilarin Mutlak Degeri ile ilgili Ozelikler

Teorem

Z, We(C olmak iizere

1. |z|=‘2‘=|—z|

2. [z =22

3. |2|>|Ger(z)|> Ger(2)
4. |z]>|San(z)|>San(z)
5. |7|>0

6. |7=0 < z=0

7. [z wi=[2-w

6. [2]-12
wi |
jspat:

Z=X+iy ve W=U+IV olmak iizere

27

© Matematifs ve Bilgisayar Egitim Dansmantuh Fizmetleri




Karmasik Sayilar

L |7 =[x+iy| =x*+y?
=X +(-y)?

=|x-iy| =[7
7| =|x+iy] =yX*+y’
=J(=X)* + ()’

=|-x—iy| =|-(x+iy)| =|-7
2. |7’ :(\/m)2 =X +y? =(x+iy)-(x—iy) =z-Z
3. |7 =\/W >x2 =|x| =|Ger(z)] =x =Ger(z)
4 |2 =\pC+y? =Jy? =|y| =[san(@)| 2y =San(z)
5. |7 =} +y? 20

6. |7=0 < (X’+y’=0 < xX*+y*=0
< (x=0 wve y=0)
< z=0+i-0

= z2=0

7. 2wl =(@w)-@w) =@-w)-@w) =(z-2)-(w-w) =[]

oldugundan, her iki tarafin pozitif olmasindan dolay1

Jzwf =yl wf

karekoki alinirsa,
jz-w| =[z]-|w].

[ -GE

oldugundan, her iki tarafin pozitif olmasindan dolay1
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karekoki alinirsa,

Ornek 1: Z=a+hbi ise ‘E‘ i bulunuz.

Yanit 1:
‘E‘ =|z| oldugundan ‘E‘ =la+bi| =+a’+b* dir.

Ornek 2: Z=3+4i ise z-z ibulunuz.

Yant 2:

z-z =|Z|2 oldugundan z-z =|3+4i|2 =(\/32+42 )2 :(\/9+16)2 :(\/E)Z =25

Ornek 3: z=2+3i ve W=3-2i ise |z-W| i bulunuz.
Yanit 3:
|z-w| =|z]-|w| oldugundan

|z-w| =|2+3i|-[3-2i

=22 43 \[F +(-2)
=\4+9-\/9+4
_ V313 =13

Ornek4: z=2+3i ve W=3-2i ise

Z| .
—| i bulunuz.
w

Yanit 4:
z :H oldugundan
W |w]

z =|2+3i| L2243
w|  [3-2i /32+(_2)2
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ALISTIRMALAR

1. z=3+5i ise ‘E‘ yi bulunuz. 4. z=3+5i ve w=2-4i ise |z-W| yi bulu-

2. z=3+5i ise ‘—E‘ yi bulunuz.

nuz.

3. z=3+5i ise z-z yi bulunuz. nuz.

1.13 Karmasik Sayilar Kiimesinde Islemler

1.13.1

Karmasik sayilar kiimesindeki islemler:

1. Toplama islemi
2. Cikarma islemi
3. Carpma islemi
4. Bolme islemi

Toplama

5. z=3+45i ve w=2-4i ise |z:w| yi bulu-

dir.

Tanim (TOPLAMA ISLEMI)
z=a+ib, w=c+id karmasik sayilarmin toplami

z+w =(a+c)+i(b+d)

Ornek 1: Z=3+4i ve W=-5-6I ise Z+w toplanmin1 bulunuz.

Yamt 1:
z+w =3+4i+(-5-6i)

=(3+(-9)+(4+(-9))i

=(3-5)+(4-6)i

=22
Ornek 2: p=—2+3i ve r=5-6i ise r+p toplamini bulunuz.
Yamt 2:
z+w =—2+3i+(5-6i)

=(-2+5)+(3+(-6))i

=3-3i
ALISTIRMALAR
1. z=5-7i ve W=7-8i ise z+Ww toplamin1 | 2. Z=-3-4i ve W=3+4i ise z+w toplamim
bulunuz. bulunuz.
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1.13.1.1 Toplama isleminin Geometrik Yorumu

z, =a+Dbi ve z, =c+di karmagik sayilarin1 ve z, +z, =(a+C)+i(b+d) karmagsik sayisini

diizlemde gosterelim.

Orijin ve bu karmasik saylar A=z, B=z, ve
C=2, +z, birlestirilirse bir paralelkenar ortaya ¢ikar. Bu paralel-
kenar (Sekil 6) OACB dir. [OC] , paralelkenarin kosegenidir.

A A

AOE=CBD oldugundan |AE|=|CD|=b ve
|OE| = | BD| =a dir. Bu durumda C noktasinin koordinatlar
C(a+c,b+d) dir.

Buna gore C noktasi
z,+2,=(a+c)+(b+d)i

sayisinin karmagik diizlemdeki goriintiistidiir.

Sekil 6 Toplama Islemi

Ornek 1: z, =2+2i ve z,=3+i ise z, +2, karmasik sayisinin geometrik gdsterimini ya-

piniz.
Yanit 1:
2,=2+42i ve z,=3+1 ise
2,+2, =2+21+3+i
=5+3i

Geometrik gosterimi Sekil 7 de verilmistir.

Ay

o

Sekil 7 Geometrik Gosterim

ALISTIRMALAR

1. z;=-3+1i ve z,=5-3i ise z,+2, karma- | 2. z,=3-1 ve z,=5+8i ise z;+z, karmasik

sik sayimnin geometrik gésterimini yapiniz.

1.13.1.2 Toplama isleminin Ozelikleri

Toplama isleminin 6zelikleri:

Kapalilik 6zeligi
Degisme 6zeligi
Birlesme 6zeligi
Birim eleman 6zeligi
Ters eleman 6zeligi

aogrwbdE

saymin geometrik gosterimini yapiniz.
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1.13.1.2.1  Kapalilik Ozeligi

Tanim (KAPALILIK OZELIGI)
z=a+ib ve w=c+Iid karmasik sayilar igin

z+w =(@+c)+i(b+d) eC

olur. Karmasik sayilar kiimesinde toplama isleminin kapalilik 6zeligi vardir.

Ornek 1: Z=3+4i ve W=-5-6i ise Z+Ww toplanmini bulunuz.

Yamt 1:

z+w =3+4i+(-5-6i)
=(3+(-5)+(4+(-0))i
=(3-5)+(4-6)i
==2-2i eC

oldugundan kapalidir.

1.13.1.2.2 Degisme Ozeligi

Tamim (DEGISME OZELIGI)
z=a+ib ve w=c+id karmasik sayilari icin

z+w =(a+c)+i(b+d) =(c+a)+i(d+b) =w+z

dir. Karmasik sayilar kiimesinde toplama isleminin degisme ézeligi vardir.

Ornek 1: Z=3+4i ve W=-5-06i ise degisme 6zeligini gosteriniz.

Yanit 1:

Z+wW =3+4i+(-5-6i) w+z =-5-61+3+4i

~(3+(9)+(4+(6) ~(-5+3)+(-6+4)i

=—2-2i =-2-2i

oldugundan degisme 6zeligi vardir.

1.13.1.2.3 Birlesme Ozeligi

Tamim (BIRLESME OZELIGI)
z=a+ib, w=c+id ve gq=e+if karmasik sayilari igin

(z+wW)+g=z+(Ww+Q)

dir. Karmagik sayilar kiimesinde toplama isleminin birlegsme ézeligi vardir.

© Matematif ve Bitgi Egitim Darsmanlih Ftizmetleri
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Ornek 1: Z=3+4i, W=-5-6i ve q=1+i ise birlesme 6zeligini gdsteriniz.

Yamt 1:

(z+w)+q =(3+4i+(-5-60))+1+i | z+(w+q) =3+4i+((-5-6i)+1+i)
=(3-5+(4-6)i)+1+i =3+4i+((-5+D +(-6+Di)
=(-2-2)+1+i =3+4i+(—4-5)
=(2+D+(-2+Di =(3-4)+(4-5)i
— 1 -1

oldugundan birlesme 6zeligi vardir.

1.13.1.2.4  Birim Eleman Ozeligi

Tanim (BIRIM ELEMAN OZELIGI)
Z=a+Iib karmasik say1si1 igin

z+0 =04z =z

dir. Karmasik sayilar kiimesinde toplama isleminin birim eleman ézeligi vardir ve 0 (sifir) dir.

Ornek 1: Z=3+4i ise birim eleman 6zeligini gdsteriniz.

Yanit 1:
0=0+0i ve z=3+4i oldugundan

z+0 =3+4i+0+0i
=3+0)+(4+0)i
=(0+3)+(0+4%i
=0+0i+3+4i
=0+z

=Z

oldugundan birim eleman 6zeligi vardir ve 0 (sifir) birim elemandir.

1.13.1.2.5 Ters Eleman Ozeligi

Tamm (TERS ELEMAN OZELIGI)
z=a+I1b karmasik sayis1 i¢in

z+(-2) =(-2)+z =0

dir. z karmagik sayisinin tersi —z dir. Karmagik sayilar kiimesinde toplama isleminin ters eleman
ozeligi vardir.

Ornek 1: Z=3+4i ise ters eleman dzeligini gdsteriniz.
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Yanit 1:
z=3+4i ve —z=-3-4i oldugundan

z+(-z) =3+4i+(-3-4)
=@+ (3 +@+ (A
=((-3)+3) +((-4)+%)i
=(-3—-4i)+3+4i
=(-2)+z

=0

oldugundan ters eleman 6zeligi vardir ve z nin toplama iglemine gore ters eleman1 —z dir.

ALISTIRMALAR
1. z=3+4i ve q=1+i ise degisme ozeligini | 3. W=3-5i ise birim eleman 6zeligini gosteri-
gOsteriniz. niz.
2. Z=-5+4i, w=—-3—-6i ve q=2+3i ise bir- | 4 P=-2+T7i ise ters eleman 6zeligini gosteri-
lesme 6zeligini gosteriniz. niz.

1.13.2 Cikarma

Tanim (CIKARMA ISLEMI)
z=a+ib, w=c+id karmasik sayilarmin fark

z—w =z+(-w) =(a—c)+i(b—d)

dir.

Ornek 1: Z=3+4i ve W=-5—6i ise z—w farkini bulunuz.

Yanit 1:

z—w =3+4i—(-5-61)
= (3-(-5)+(4-(-9))i
=(3+5)+(4+6)i
=8+10i

Ornek 2: Zz=-4+6i ve W=15-8i ise z—w farkim bulunuz.
Yamt 2:
z—w =—4+6i—(15-8i)

—(-4-15)+(6—(-8))i

=(-19)+(6+8)i

=-19+14i
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ALISTIRMALAR
1. z=-13+44i ve w=13-9i ise z—w top- | 2. z=13+4i ve W=9+13i ise w—z toplami-
lamini bulunuz. n1 bulunuz.

1.13.2.1 Cikarma isleminin Geometrik Yorumu

z,=a+bi ve z,=c+di karmagsik sayilarini ve z, -2, =2; +(—22) =(@a—c)+i(b—d) kar-
masik sayisini diizlemde gosterelim.

Z, =C+di =  —Z,=—Cc—di v a
Orijin A=z,, B'=-z, ve C=2, -z, birles- b A =z
tirilirse bir paralelkenar ortaya ¢ikar. Bu paralelkenar ~__ __ .- D .........
(Sekil 8) OACB' dir. [OC],paralelkenarm kosegenidir b e d

C noktasinin koordinatlart (a—c,b—d) ol-
maktadir. Boylece, z, —z, =(a—c,b—d) olur. Buna gé-
re,

z,—-z,=(@—-c)+(b—d)i

Sekil 8 Cikarma Islemi
olur.
ALISTIRMALAR
1. z=-13+44i ve w=13-9i ise z—w farki- | 2. z=13+4i ve W=9+13i ise w—z farkini
n1 geometrik olarak gdsteriniz. geometrik olarak gosteriniz.

1.13.2.2 Cikarma isleminin Ozelikleri

Cikarma isleminin 6zelikleri:
1. Kapalilik 6zeligi

Karmasik sayilar kiimesinde ¢ikarma isleminin herhangi bir bagka 6zeligi mevcut degildir.

1.13.2.2.1 Kapallik Ozeligi

Tamim (KAPALILIK OZELIGI)
z=a+ib ve w=cC+id karmasik sayilari i¢in

Z—wW €C

dir. Karmagsik sayilar kiimesinde ¢ikarma isleminin kapalilik ozeligi vardir.

Ornek 1: Z=3+4i ve W=-5-6i ise z—w farkini bulunuz.
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Yamt 1:
z—w =3+4i—(-5-6i)
=3+4i+(5+6i)
=(3+5)+(4+6)i
=8+10i eC
ALISTIRMALAR
1. z=-13+4i ve W=-8—-06i ise z—w farkim | 2. z=-3—24i ve w=-11-58i ise z—w far-
bulunuz. kin1 bulunuz.

1.13.3 Carpma

Tanim (CARPMA ISLEMI)
z=a+ib, w=c+id karmasik sayilarinin garpimi

z-w =(ac—bd)+i(ad +bc)

dir.

Ornek 1: Z=3+4i ve W=-5—06i ise z-w carpimin bulunuz.

Yanit 1:
z-w =(3+41)-(-5-61)

=(3-(-5)— 4+ (=6)) +(3- (-6) +4-(-5))i
=(-15—(-24))+(-18+(-20))i

— (—15+24) +(~18-20)i

=9-38i

Ornek 2: z=—2+3i ve W=4+2i ise z-w carpimimni bulunuz.

Yanit 2:
z-w =(=2+3i)-(4+2i)

=(-2-4-3-2)+(-2-2+3-4)i
=(-8-6)+(—-4+12)i
=-14+8i

ALISTIRMALAR
Z2=4+3i ve W=—6-5I ise z-w carpimin1 bulunuz.
v=-3+7i ve W=5-3i ise v-z carpimini bulunuz.
q=—4+3i ve r=—6+4i ise r-q ve q-r ¢arpimni bulunuz.
t=7-5 ve p=—3+9i ise t-p ve p-t ¢arpimm bulunuz.

el S
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1.13.3.1 Carpma isleminin Ozelikleri

Carpma isleminin 6zelikleri:

Kapalilik 6zeligi
Degisme 6zeligi
Birlesme 6zeligi
Birim eleman 6zeligi
Ters eleman 6zeligi
Dagilma 6zeligi

ogakrwhE

1.13.3.1.1  Kapahlk Ozeligi

Tanim (KAPALILIK OZELIGI)
z=a+ib ve w=c+id karmasik sayilari icin

z-w =(a+ib)-(c+id) =(ac—bd)+i(ad+bc) eC

dir. Karmasik sayilar kiimesinde ¢arpma isleminin kapalilik ozeligi vardir.

Ornek 1: Z=—6+4i ve W=-5-6 ise z-w ¢arpimimi bulunuz.

Yanit 1:

Z=—6+41 ve W=-5-61 olduguna gore,

z-w =(-6+4i)-(-5-6i)
=(—6-(-5)—4-(-6))+(-6-(-6)+4-(-5))i
=(30—(-24))+(36+(-20))i
—(30+24) +(36—20);
=54+161 eC

oldugundan kapalilik 6zeligi gosterilmis olur.

1.13.3.1.2 Degisme Ozeligi

Tamm (DEGISME OZELIGI)
z=a+ib ve w=cC+id karmasik sayilar1 igin

Z-W =W-Z

dir. Karmasik sayilar kiimesinde ¢arpma isleminin degisme 6zeligi vardir.

Ornek 1: Z=—6+4i ve W=-5-06i ise degisme 6zeligini gosteriniz.

Ul Fizmetleni
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z-w z?felstfhi)-(—s—ei) W-z =(-5-6i)-(-6+4i)
—(=6+(-5)—4-(-6))+(~6-(~6) +4-(-5))i —(-5-(-6)—(6)-4)+(-5-4+(-6) - (-6))i
— (30— (24))+(36+(~20))i — (30— (~24)) +(~20+36)i
—(30+24)+(36—20); —(30+24)+(-20+36)i
=54+16i1 =54+16i

oldugundan degisme 6zeligi gosterilmis olur.

1.13.3.1.3  Birlesme Ozeligi

Tamim (BIRLESME OZELIGI)
z=a+ib, w=c+id ve g=e+if karmagik sayilari igin

(z-w)-q=z-(w-0)

dir. Karmagik sayilar kiimesinde ¢arpma igleminin birlesme ézeligi vardir.

Ornek 1: Z=—6+4i, q=—7—-4i ve W=-5—6i ise birlesme 6zeligini gosteriniz.

Yanit 1:
(z-W)-q =((-6+4i)-(-5-6i))- (-7 —4i) z-(W-q) =(-6+4i)-((-5-6i)-(=7—4i))
= (54 +16i)- (-7 —4i) = (-6+4i)- (11+62i)
=-314—-328i =-314-328]

oldugundan birlesme 6zeligi gosterilmis olur.

1.13.3.1.4  Birim Eleman Ozeligi

Tanim (BIRIM ELEMAN OZELIGI)
z=a+ib ve wW=1+10 karmasik sayilar1 igin

Z-W =W-Z =Z

dir. w=1 oldugundan birim eleman 1 dir. Karmasik sayilar kiimesinde ¢arpma isleminin birim ele-
man o0zeligi vardr.

Ornek 1: Z=—6+4i ise birim eleman 6zeligini gosteriniz.

Yanit 1:
z=—6+4i ve W=1+i0 olduguna gore
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z-w =(-6+4i)-(1+0i)
=(-6-1-4-0)+(-6-0+4-Di
=—6-+4i

W-z = (11 0i)-(6+4)

=(L-(-6)—0-4)+(1-4+0-4)i
=—6-+4i

birim eleman 6zeligi gosterilmistir.

1.13.3.1.5 Ters Eleman Ozeligi

Tanim (TERS ELEMAN OZELIGI)
z=a+ib ve w=cC+id karmasik sayilari i¢in

z-w =w-z =1

dir. w karmagik sayis1 z karmagik sayisinin tersidir. Karmagik sayilar kiimesinde ¢arpma igleminin ters
eleman ozeligi vardr.

Ornek 1: Z=—6+4i ise ters elemanini bulunuz.

Yanit 1:
Z=-6+4i karmasik sayisinin tersi W=a-+ib olsun.

z-w =(-6+4i)-(a+ib)
=(—6a—4b) +(—6b + 4a)i

W-z =(a+ib)-(-6-+4i)
= (-6a—4b) + (4a—6h)i

(—6a—4b) +(—6b+4a)i =1 oldugundan = (—6a—4b) + (4a—6b)i =1 oldugundan,

—6a—-4b=1 ve -6b+4a=0 —6a—-4b=1 ve 4a—-6b=0
= 6a+4b=-1 ve 4a=6b = 6a+4b=-1ve 4a=6Db

= 6Ga+4db=-1ve 2a=3b = 6a+4db=-1ve 2a=3b
= 6a+4b=-1ve 6a=9 = 6a+4b=-1ve 6a=9
1 1 1 1
= b=—=vea=—— = b=——=vea=——
13 26 13 26
__1 1 _1 1
- 26 13 - 26 13
ALISTIRMALAR

1. z=3-51 karmasik sayminin tersi olan kar- | 2. Z=-8+3i karmasik sayminin tersi olan kar-
masik say1y1 bulunuz. masik say1y1 bulunuz.
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1.13.3.1.6 Dagilma Ozeligi

Tanim (DAGILMA OZELIGI)
z=a+ib, w=c+id ve g=e+if karmagik sayilari igin

z-(w+qg)=(w+0Q)-z

dir. Karmagik sayilar kiimesinde ¢arpma igleminin toplama islemi tizerine dagilma ézeligi vardir.

Ornek 1: Z=—6+4i, q=—7-4i ve W=-5—0i ise dagilma 6zeligini gosteriniz.
Yanit 1:
z-(w+q) =(-6+4i)-((-5—6i)+(-7—4i))
=(—6+4i)-(-5—6i)+(-6+4i)-(—7—40)
=(30+24) +(36—20)i + (42 +16) + (24— 28)i

(W+0)-z =((-5-6i) + (=7 —4i))- (-6 +4i)
=(-5-6i)-(-6+4i)+(—7—4)-(—6+4)
=(30+24) +(36—20)i +(42+16) + (24— 28)i

=54+16i+58—4i =54+16i +58—4i
=112+12i =112+12i
dagilma 6zeligi gosterilmis olur.
ALISTIRMALAR

1. z=6+4i, q=1-i ve wW=5-6iI karmagik
sayilart i¢in z-(W+() ve Z-W+Z-Q islem-
lerini yapiniz.

4. z=6+4i, q=1-i ve W=5-61 karmagik
sayilart icin (W+Q+2)-Z ve zZ-W+Z-(+2°
islemlerini yapiniz.

2. z=6+4i, q=1-i ve W=5-61 karmasik

sayilart icin (W+(Q)-Z ve W-Z+(-Z islem-
lerini yapiniz.

. 2=6+4i, q=1-i, r=5+2i ve w=5-6i

karmagik sayilari igin  z-(W+Q-—r) ve
Z-W+Z-0—2Z-r islemlerini yapinz.

3. z=6+4i, gq=1-i ve W=5-6I karmasik | g 2=6-4i, r=1-i, q=3-5i ve W=-5-6i
sayilart igin Z-(W+Q+2) ve zZ-W+Z-q+2°
islemlerini yapiniz.

karmagik sayilari igin  z-(W—Q-—r) ve
Z-W+Z-0—2Z-T islemlerini yapimz.

1.13.4 Bolme

Tanim (BOLME ISLEMI)
z=a+ib, w=c+id karmasik sayilarmin b&liimii

z _
Z —z.wt
w

dir.
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1.13.4.1 Bélme isleminin Ozelikleri

Bolme isleminin 6zelikleri:

1. Kapalilik 6zeligi

Karmasik sayilar kiimesinde bolme isleminin herhangi bir baska 6zeligi mevcut degildir.

1.13.4.1.1 Kapahlk Ozeligi

Tanim (KAPALILIK OZELIGI)
z=a+ib ve w=c+id #0 karmasik sayilari icin

=z-= =z-w'! eC

gle

z
'

dir. Karmasik sayilar kiimesinde bolme isleminin kapalilik 6zeligi vardir.

ALISTIRMALAR

1. z=6+4i, g=1-i ve W=5-61 karmasik | 2. z=—6+41, q=—1-i, r=1+i ve W=3+6i
sayilar1 i¢in bolme igleminin kapalilik 6zeligi- karmasik sayilar1 i¢in bolme isleminin kapali-
ni gosteriniz. lik 6zeligini gosteriniz.

1.14 Karmasik Diizlemde Iki Karmasik Sayi Arasindaki Uzaklik

Tanim (IKI KARMASIK SAYI ARASINDAKI UZAKLIK)
Z=X+iy ve W=U+IV karmasik sayilar1 i¢in

|z—w|:\/(x—u)2+(y—v)2

degerine z karmagsik sayisi ile w karmasik sayis1 arasindaki uzaklik denir.

Ornek 1: z=-3+5I ve W=4+3 karmasik sayilar1 arasindaki uzaklig1 bulunuz.

Yanmt 1:
Z=-3+5i = A(35
w=4+3 = A,(43

Uzaklik:

d=lz—w| =(-3-4%+(5-3) =(-7)*+(2)? =49+4 =53

ALISTIRMALAR
1. 2,=3+9 ve z,=4-2i ise |z,-7,| ve |2 z,=2-3i, z,=3-5i

|Z2 - Zl| degerlerini bulunuz.

ve Zz=1+i ise

|2,-2, 25| ve |z,-23—2,| deerlerini bulu-
nuz.
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1.14.1 |z-z|=r Esitligine Uyan z Karmasik Sayilarin Kiimesini Bulma

|z—2,|=r kosuluna uyan z karmasik sayilarinin kiimesinin, z, sayisina uzakhig: r

olan noktalarin kiimesidir. Bu kiime merkezi z, ve yaricapi r olan bir gemberdir.
z=XxX+iy, z,=a+ib ve reR" olsun.

|z-2,| =|x+iy—(a+ib)| =[x—a+i(y—b)|

=\(x—a)* +(y—b)?
=r

Jx—aP+(y-b2=r =  (x—a+(y-h)}=r’
Bu denklem, Merkezi M(a,b) ve yaricapi r olan gember denklemidir.
Ornek 1: |z—(1+i)|=3 esitligine uyan z karmagik sayisinin kiimesini ifade eden gember

denklemini, cemberin merkezini ve yaricap uzunlugunu bulunuz.

Yanit 1:
|z—(1+1)| =3, bu esitlige gére gemberin merkezi M(L1) ve yarigap I=3 diir.

Cember denklemi: (X —1)? +(y—-1)%=3% dir.
Ornek 2: |Z—2+3i| =5 esitligine uyan z karmagik sayisinin kiimesini ifade eden gember

denklemini, cemberin merkezini ve yaricap uzunlugunu bulunuz.

Yanit 2:
|z—2+3i|=5 ise |z—(2-3i)|=5, bu esitlige gore emberin merkezi M(2,—3) ve yarigap

r=5 diir.
Cember denklemi: (X—2)%+(y—(-3))>=5° ise (x—2)*>+(y+3)*=25 dir.

ALISTIRMALAR
2. |Z—5i| =5 esitligine uyan z karmagik sayisi-

nin kiimesini ifade eden ¢gember denklemini,
cemberin merkezini ve yarigap uzunlugunu

bulunuz.

1. |z+2-3i|=7 esitligine uyan z karmagik sa-

yisinin kiimesini ifade eden ¢ember denkle-
mini, cemberin merkezini ve yarigap uzunlu-

gunu bulunuz.

1.14.2 |z-z)<r Esitsizligine Uyan z Karmasik Sayilarin Kiimesini Bulma

|z—2zy| <r kosuluna uyan z karmasik sayilarinin kiimesi, z, sayisina uzakligi r olan

¢emberin igidir.
42
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Z=X+iy, z,=a+ib ve reR" olsun.
|z-2,| =|x+iy—(a+ib)] =[x—a+i(y—b)|
=\(x—a)’ +(y—by’

<r

\/(x—a)2+(y—b)2 <r =  (x—a)*+(y—-b)*<r?
Bu denklem, Merkezi M(a,b) ve yarigapi r olan gember denkleminin i¢ bélgesidir.

Ornek 1: |2—(2+3i)| <5 esitsizligine uyan karmasik sayilarinm kiimesini, merkezini ve ya-
ricapini bulunuz.

Yanit 1:
Z=X+Yi olsun.

lz—(2+3i)|<5 ise \/(x—2)2+(y—3)2<5 ise (x—2)2+(y—3)%<25

Merkez M(2,3) ve yarigap =5 dir.

ALISTIRMALAR
1. |z—2+3i|<4 esitsizligine uyan karmasik sa-

yilarinin kiimesini, merkezini ve yarigapini
bulunuz.

2. |z+2-3i|<3 esitsizligine uyan karmagik sa-

yilarinin kiimesini, merkezini ve yarigapini
bulunuz.

1.14.3 |z-z,|>r Esitsizligine Uyan z Karmasik Sayilarin Kiimesini Bulma

|z—2z,|>r kosuluna uyan z karmasik sayilarmnin kiimesi, z, sayisina uzakligi r olan
¢emberin digidir.

z=XxX+iy, z,=a+ib ve reR" olsun.
|z—2| =|x+iy—(a+ib)| =[x—a+i(y—b)|
=\(x—a)’ +(y—h)’

>r

Jx—a)? +(y—b)? >r =  (x-a)*+(y—b)*>r?
Bu denklem, Merkezi M(a,b) ve yarigapi r olan gember denkleminin dis bolgesidir.

Ornek 1: |2—(2+3i)| >5 esitsizligine uyan karmasik sayilarinm kiimesini, merkezini ve ya-
rigapini bulunuz.

Yanit 1:
Z=X-+Yi olsun.
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2—(2+30)>5 ise \(x—2)2+(y—3)? >5 ise (x—2)%+(y—3)?>25

Merkez M(2,3) ve yarigap =5 dir.

ALISTIRMALAR
1. |z—2+3i|>4 esitsizligine uyan karmasik sa- | 2. |2+2-3i|>3 esitsizlifine uyan karmasik sa-
yilarmin kiimesini, merkezini ve yarigapin yilarmin kiimesini, merkezini ve yarigapim
bulunuz. bulunuz.

1.14.4 |z-z|=|z-z,| Esitligine Uyan z Karmagik Sayilarin Kiimesini Bulma

|z—2z,|=|z-z,| kosuluna uyan z karmasik sayilarinin kiimesi z, ve z, sayilarma esit
uzaklikta bulunan noktalarin kiimesidir. Bu durum z, ile z, karmagik sayilarini birlestiren
dogru parcasinin orta nokta dikmesini olusturan bir dogru denklemidir.

z=X+ly, z,=a,+ib, ve z,=a,+ib, olsun.

|z—z)| =|x+iy—(a, +ib;)| =[x—a,+i(y—b,)|

=\(x-a,)* +(y—b,)?

|z-2,| =|x+iy—(a,+ib,)| =|x—a,+i(y—b,)|

=\(x—a,)* +(y—b,)*

2-2|=lz-2,| Jx-a) +(y-b)° =y(x-a,)* +(y-b,)’

(X2 +(y—b)? =(x—a,)° +(y—b,)’

x> —2ax+a’ +y* —2by+b? =x*—2a,x+a,* +y* —2b,y+b,’
—2a,X+a,° —2by+b’ =-2a,x+a,”> —2b,y+b,’
—2a,X+2a,X—2by+2b,y=+a,” —a° +hb,” —b/?

(2a, —2a,)x+(2b, —2b))y+a,> —a,* +b*—b,* =0

Uy sy uy

Bu denklem z, ve z, vyi birlestiren dogru par¢asinin orta dikmesidir.

Ornek 1: |Z - i| = |Z - 3| esitligine uyan karmasik sayilarinin kiimesini bulunuz.

Yamt 1:
Z=X+1y olsun.

|z—i|=|z—-3 = |z—-(0+i)|=[z—(3+0i)|

= |[x+yi—(0+i)|=|x+yi—(3+0i)
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= |(x=0)+(y-Di|=|(x—3)+(y-0)i|

= |(x=0)+(y—Di|=|(x=3) + (y—0)i|

= Jx=02+(y-1? =(x~3)* +(y—0)*
= \/x2+(y—1)2 :\/(x—3)2+y2

=  X2+(y-D*=(x-3°+Vy?

= XP4+y?-2y+1=x*—6Xx+9+Yy?

= 2y+1=-6x+9

= 6x-2y-8=0

= 3X-y-4=0

Bu denklem i ve 3 karmasik sayilarim birlestiren dogru pargasmin orta dikmesidir.

ALISTIRMALAR
1. |z-2i|=|z+3-2i| esitligine uyan karmasik | 2. |z—2-3i|=|z—2i| esitligine uyan karmasik

sayilarinin kiimesini bulunuz. sayilarimin kiimesini bulunuz.
1.14.5 |z-z|+|z-z,|=k Esitligine Uyan z Karmasik Sayilarin Kiimesini Bul-
ma (keR)

|z—2,|+|z—2z,| =k kosuluna uyan z karmagik sayilarinin kiimesi, z, ve z, karmasik
sayilarina uzakliklari toplami k olan noktalarin kiimesidir. Bu kiime ise odak noktalar1 z, ile
z, karmasik sayilar1 olan bir elips denklemidir.

Ornek 1: |Z - i| + |Z —3| =2 esitligine uyan karmasik sayilarinin kiimesini bulunuz.

Yamt 1:
Z=X-+1y olsun.

ALISTIRMALAR
1. |z=1+|z+i|=1 kosuluna uyan z karmagik | 3. |z—1+i|+|z+1+i|=1 kosuluna uyan z
sayilarinin kiimesini bulunuz. karmasgik sayilarinin kiimesini bulunuz.
2. |z=1+|z+i|=1 denklemi bir elips oldu- | 4. |z—1+i|+|z+1+i|=1 denklemi bir elips
guna gore, elipsin odaklarini bulunuz. olduguna gore, elipsin odaklarin1 bulunuz.

1.14.6 |z-z|-|z-z,|=k Esitligine Uyan z Karmasik Sayilarin Kiimesini Bul-
ma (keR)

45 © Matematit ve Bilgisayar Egitim Darusmanbil, Ftizmetleni




Karmasik Sayilar

|z—2z,|-|z—27,|] =k kosuluna uyan z karmagik sayilarmin kiimesi, z, ve z, karmagik
sayilarina uzakliklari farki k olan noktalarin kiimesidir. Bu kiime ise odak noktalar1 z, ile z,
karmasik sayilari olan bir hiperbol denklemidir.

ALISTIRMALAR
1. |z-1—|z+i|=1 kosuluna uyan z karmagsik | 3. |z—1+i|—|z+1+i|=1 kosuluna uyan z
sayilariin kiimesini bulunuz. karmasik sayilarinin kiimesini bulunuz.
2. |z=1—|z+i|=1 denklemi bir hiperbol ol- | 4. |z—1+i|-|z+1+i|=1 denklemi bir hiper-
duguna gore, hiperboliin odaklarini bulu- bol olduguna gore, hiperboliin odaklarini
nuz. bulunuz.

1.14.7 |z-z|=k:|z-z,| Esitligine Uyan z Karmasik Sayilarin Kiimesini Bulma
(12keRr)

|z—2)|=k-|z—2,| kosuluna uyan z karmagik sayilarinin kiimesi z, ve z, karmagik

sayilarina uzakliklar1 oran1 k olan noktalarin kiimesidir. Bu kiime ise bir ¢emberin iizerinde-
dir. Bu ¢embere Apolonyus ¢emberi denmektedir.

z=x+1iy, k#1, z,=a,+ib,, ve z,=a,+ib, olsun.

|z—z)| =|x+iy—(a, +ib;)| =[x—a,+i(y—b,)|

=\(x-a,)* +(y—b,)*

|z—22| :|x+iy—(a2 +ib2)|

=|x—a, +i(y—b,)|

=(x-a,)* +(y—b,)*

z-z|=k-z-2,| = (x-a)?+(y-b)? =k-\/(x—2,)* +(y—b,)?

(N2 +(y by’
J(x=2,)" +(y—b,)’

N k:[J(x—a1)2+(y—b1)2 J
Jx=a,)% +(y—b,)?

k = (X_a1)2 +(y_b1)2
(X_a2)2 +(y_b2)2

= (x—a) +(y—b)’ =k[ (x-a,)* +(y—h,)’ |

=

= X -2ax+a’+y*-2by+bl :k[x2 —2a,Xx+a% +y*—2b,y+ bﬁ]

= X' -2ax+a +Yy* —2by+b? =kx* —2ka,x + ka3 +ky* —2kh,y + kb’
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x* —kx? —2a,x +2ka,x +aZ —kaj +y* —ky* —2b,y +2kb,y +b? —kb3 =0
(1—K)x? —2a, (1—K)x + (L—K)a2 + (1—K)y? — 2b, (1—K)y + (L—K)b2 =0

x> —2a,x+a;+y* —2by+b=0

Uy U

X? +y? —2a,x—2by+a5 +hb% =0
Bu noktalar, gember iizerindedir. Bu ¢cembere Apolonyus ¢emberi denir.
Ornek 1: |Z - i| =2 |Z —]4 esitligine uyan karmasik sayilarin kiimesini bulunuz.

Yanit 1:
Z=X-+Yi olsun.

lz—i|=2-]z-1 |X+yi—i|=2-|x+Yyi-]

mzzwl(x—l)z +y°

X2 +(y—1)? :4((x ~1y +y2)

X2 +y? =2y +1=4.(X* —2X+1+Y?)
X% +Y? =2y +1=4%> —8X +4+4y*

L I

3x? +3y? —8x+2y+3=0

8. 2
X*+y? ——X+=y+1=0
y 3 3y

SEGE
X—=| +|y+=| ==
3 3 9

Ornek 1: |Z +1- i| =2 |Z - i| esitligine uyan karmasik sayilarin kiimesini bulunuz.

U

U

Yanmit 1:
Z=X+Vi olsun.

|z+1-i[=2-|z—| [X+yi+1-i[=2-|x+yi—i|

JOHD? +(y =17 =(x)? +(y 1>
(X+2)? +(y—1)* =x* +(y-1?

X2 +2X+1=x?

u 4 U Ul

2X+1=0 = x=—%

ALISTIRMALAR
1. |z+i=3:|]z+] esitligine uyan karmasik say1- | 2. |z—1+i| :\/§-|z—1+ 2i| esitligine uyan kar-
larin kiimesini bulunuz. magik sayilarin kiimesini bulunuz.
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1.15 Cauchy - Schwarz Esitsizligi

Teorem
i€{1,2,3---,n} i¢in X;,y; €R olsun.

B ) oE &)

dir.

1.16 Ucgen Egsitsizlikleri

Teorem
Z,WeC olmak lizere
1 |z+W| <7 +|w|

. =Wl <[z —wi

Ispat:
Z=X+iy ve W=U+IV olsun.
Lo jz+w =[(x+u)+i(y+v) 2. |7 =[z+w-w| <[z-w]|+w|
=(X+U)* +(y+V)? dir. Buradan

=(X? 4+ 2XU +U?) + (Y? + 2W + V?
( )+(y W ) |Z|—|W|£|Z—W|

=2 +Y) +(U* + V) +(2xu +2W)
elde edilir. Benzer sekilde
= +Y?) + (U +VD) +2(Xu+ W)

W] |7 <|w~7=|z-w

xu+yvs\/x2 +y?2 AU + V2
elde edilerek

|z+W| < (X% +y?) + (U +V?)

Jz-wi<lz-wl<iz-w

+2\/X2 +y?Ju? +v2
) bulunur. Buna gore,
s(\/x2 +y° +\/u2+v2)
2w <|z-w|
<(|2|+wi)’

elde edilir.

|z+w|<|z]+|w|
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1.17 Karmasik Sayilarin Kutupsal Koordinatlari

Analitik diizlemde, herhangi bir A noktasinin yeri (X,Y) sirali ikilisi ile belirtilir. Bunun gi-

bi diizlemin noktalar1 kutupsal koordinatlar ile de belirtilebilir. A

Diizlemde bir O noktasi baslangi¢ noktasi, Ox ekseni
de baslangic 1s51m olarak secilirse O baslangi¢ noktasina, Kutup
noktasi; Ox baslangic 1sinina da kutup ekseni veya x-ekseni
denir. Ve boylece kutupsal koordinat sistemi olusturulmus olur. o

o)

\ 2o

1.17.1 Kutupsal Koordinat Sistemi

Tanim (KUTUPSAL KOORDINAT SISTEMI)
Diizlemde bir kutup noktas1 ve bir kutup ekseninden olusan koordinat sistemine kutupsal
koordinat sistemi denir.

1.17.2 Kutupsal Koordinatlar

Tamim (KUTUPSAL KOORDINATLAR)
Diizlemde bir A noktasiin kutup noktasina olan uzakligi |OA| =TI birim, xOA y0nlii a¢1si-

nin Slgiisit M(XOA) =a ise (r, o) ikilisine, A noktasinin kutupsal koordinatlari denir.

A noktasinin kutupsal koordinatlar1 (r, o) ise r ye yaricap bileseni; o ya acisal bilesen

denir.
Bir A noktasimin kutupsal koordinatlar1 (r, o) ise A(T, o)
bu nokta (r, a.—4m), (r, a—2n), (r, a+2n), (1, a+4n), (r, o+ k-27)
---- ikililerin herhangi biri ile gosterilebilir. r
- a+2n
VKkeZ ig¢in o X

@)
(r, a+k-2m) v

Sekil 9 Kutup Ekseni

ikilisi de, A(r, o)) noktasimn kutupsal koordinatlaridir. Kutupsal koordinat sisteminde, koordinat diiz-
lemindeki herhangi bir noktasina birden ¢ok kutupsal koordinat ikilisi eslenebilir.

1.17.3 Karmasik Sayinin Argiimenti (Genligi)

Tanim (KARMASIK SAYININ ARGUMENTI (GENLIK))
Kutup ekseni ile z karmasik sayisini1 baslangi¢ noktasina birlestiren 151 arasindaki pozitif|
yonlii agiya karmagik sayinin argumenti veya genligi denir. arg(z) bigiminde gosterilir.
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Karmasik sayilarin, karmasik diizlemde bir noktaya karsilik geldigini biliyoruz. Bu noktay1,
orijine birlestiren dogru pargasinin gercel eksenle pozitif yonde yaptigi aginin, Trigonometri konusun-
daki esas 6l¢ii kavramu ile karsilagtiriniz.

Tanim (KARMASIK SAYININ ESAS ARGUMENTI (GENLIGI))
vk eZ i¢in (r, oo+ Kk-2m) ikilisi, bir z karmagsik sayisinin kutupsal koordinatlar1 olmak tize-

re, kutupsal koordinatlardaki —t<o <7 degerine karmasik saymnin esas argumenti denir. Esas ar-
gument Arg(z) bi¢iminde gosterilir.

Argument ile esas argument arasinda tanim geregi, herhangi bir z karmasik sayis1 i¢in
arg(z) =Arg(z) +k-2r
bagintisi vardir.

Sekil 10 deki kiimeler ve Z=X+Yi karmagik sayisi i¢in

ze[OA ise Arg(z)=0

zeB, ise Arg(z)=arctan Gj B‘: y
o 2. Bolge (B>) 1. Bolge (B1)
ze[OB ise Arg(z):z A x

C 0]

3. Bolge (Bs) ¢ D 4. Bolge (Bs)

zeB, ise Arg(z)=arctan (%) +7

ze[OC ise Arg(z)=n

Sekil 10 Bolgeler
zeB; ise Arg(z)=arctan (%) -7
ze[OD ise Arg(z):—g
zeB, ise Arg(z)=arctan Gj
Ornek 1: -1, 1, —i,ive —1—i karmasik sayilarinin esas argumentlerini ve argumentlerini

bulunuz. (Sekil 10 Bolgeler)

Yamt 1:
-1 i¢in —1e [OC oldugundan, Arg(-1)=mn ve arg(-)=n+k-2x

1 igin le[OA oldugundan, Arg(1) =0 ve arg(1)=0+k-2x

i icin i €[OB oldugundan, Arg(i)=g ve arg(i)=g+k~2n
~i icin ~1€[OD oldugundan, Arg(-i) :-’_2‘ ve arg(—i) :—g+k-2n
oL . . 3n . 3r
—1-i i¢in —1€B; oldugundan, Arg(—1—|)=—z ve arg(—1—|)=—7+k'2n

Not : Argument (genlik), periyodik egrilerde ordinatlarin en biiyligii ile en kiigiigii arasindaki farkin
yarisidir. Ornegin, y=2sin(x) egrisinin genligi 2 dir.
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ALISTIRMALAR

1. z=1+3i karmagik sayisinin esas argumen- | 4. z=1-3i karmagik sayisinin esas argumen-

tini ve argumentini bulunuz. tini ve argumentini bulunuz.

2. Z=+/3+i karmagik sayisimin esas argumenti- | 5. Z:—l—\/§i karmasik sayisinin esas argu-

ni ve argumentini bulunuz. mentini ve argumentini bulunuz.

3. z=—1++/3i karmasik sayismin esas argu- | 6. Zz=—/3—i karmagik sayisinin esas argumen-

mentini ve argumentini bulunuz. tini ve argumentini bulunuz.

1.17.4 Bir Noktanin Kartezyen Koordinatlar ile Kutupsal Koordinatlar:

Arasindaki Bagintilar

Z=X+VYi olsun. z=(X,y) bi¢iminde Kartezyen koordinatlari olarak AY
ifade edilir. z karmagik sayisinin kutupsal koordinatlari da (r,0) olsun. Bu du- z=x+yi
rumda, bu iki ifade ayn1 karmasik sayiy1 gostereceginden asagidaki bagmntilar c bl=r A
olusur. Yandaki sekli de inceleyiniz.
0 X
0 B
A .
AOB iiggenin de, Sekil 11 Karmagik
Say1
OB
cosf=— = |OB/=|OAlcos® = x=|z/cosb 1)
|OA
_ |AB| . .
sinb=— = |AB=|OAsin0 = y=|Zsin® 2)
|OA
AB| y
tan9=|— = tanf== 3
OB X @

(1) ve (2) deki bagimtilar, Z=X-+Vi karmagik sayisinda degerleri yerine konulursa;
x=|zcos® ve y=|zsin@ =  z=|z|cosO+|z|sin6-i
=  z=|z]-(cosO+i-sin6)
Esas 6l¢ii durumuna gére oo=0+K- 21 alinirsa,
a=0+k-2n = z=[z]-(cos(0+k-2m)+i-sin(0+k-2m))
elde edilir.

Z=|z|-(cosO+i-sinB) yerine kisaca z=|z|-Cis® kullanlabilir.
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1.18 Kutupsal Bicimdeki Karmasik Sayilarla Islemler

Kutupsal bigimdeki karmasik sayilar ile yapilacak islemler:

1. Toplama
2. Cikarma

3. Carpma
4. Bolme

1.18.1 Toplama

Kutupsal bigimdeki karmasik sayilarm toplama islemi sayilar standart bigime yani a+bi bi-
¢imine doniistiiriilerek gerceklestirilir.

Ornek 1: z; =c0s30° +isin30° ve z, =cos60° +isin60" ise z; +2z, toplamini bulunuz.

Yanit 1:
z, =c0s30° +isin30° ve z, =c0s60° +isin60° olduguna gore,

z,+2, =(cos30" +isin30°) +(cos60° +isin60°)

= £+|l + 1+|£
2 2)\2 2
— §+1 + l+£ |
2 2) (2 2
(1+3 . 1+/3 ;
2 2
ALISTIRMALAR
1. z,=2(cos30° +isin30°) ve 2. z,=c0s180° +isin180° ve
z, =2(cos60° +isin60°) ise z, +z, toplami- z, =c0s90° +isin90° ise z; +z, toplamin
n1 bulunuz. bulunuz.

1.18.2 Cikarma

Kutupsal bicimdeki karmasik sayilarin ¢ikarma islemi sayilar standart bicime yani a+bi bi-
¢imine doniistiiriilerek gerceklestirilir.

Ornek 1: z; =c0s30° +isin30° ve z, =c0s60° +isin60° ise z, —z, farkini bulunuz.
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Yamt 1:
2, =c0s30° +isin30° ve z, =c0s60° +isin60° olduguna gore,

z, -2, =(cos30" +isin30°) —(cos60° +isin60°)

2 2)(2 2
(B_1),(1 B
L2 2) (2 2
V3-1) (1-43),
2 2
ALISTIRMALAR
1. z,=2(cos30° +isin30°) ve 2. z,=c0s180" +isin180° ve
z, =2(cos60° +isin60°) ise z, +z, toplam- z, =c0s90° +isin90° ise z, +z, toplamin
n1 bulunuz. bulunuz.

1.18.3 Carpma

Iki karmasik sayinin carpimini asagidaki teorem vermektedir.

Teorem
Herhangi iki karmasik say1 2, =|z,|-(CosO+i-sin6) ve z, =|z,|-(cosa.+i-sina) olsun.

2,2, =|7)-|2,]- ((cos(0+ o) +i-sin(0+ar))

dir.

Ispat:
z, =|z,|- (cosO+i-sin6) ve z,=|z,|-(coso+i-sino) karmasik sayilarmin arpimi;

z,-2, =|z|-(cosO+i-sin6)-|z,|- (coso+i-sina)
=|z,|-|2,|- (cosO+i-sin0) - (cosa+i-sina)
=|z,|-|2,|-((cosBcosa—sinOsin o) +i- (cosOsin o +sino.cos6) )
=|z,|-|2,| ((cos(6 + o) +i-sin(O+x))

Ornek 1: z, =c0s30° +isin30° ve z, =c0s60° +isin60" ise z; -z, carpimim bulunuz.

Yanit 1:

z,-2, =(c0s30° +isin30°)-(cos60° +isin60°)
=(cos(30" +60°) +isin(30° +60°))
=¢0s(90°) +isin(90°)
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Ornek 2: z, =c0s55° +isin55° ve z, =c0s65° +isin65° ise z; -z, ¢arpimini bulunuz.

Yanit 2:
z,-2, =(cos55° +isin55")-(cos65° +isin65°)
=(cos(55" +65") +isin(55" +65) )
=c0s(120°) +isin(120°)
1667-1754 yillarinda yasamus Fransiz asilli Ingiliz matematikgisi olan Abraham de Moivre,

Karmagik Analiz lizerine ¢aligmistir. Abraham de Moivre’nin Karmagik Analiz ile ilgili trigonometrik
calismalarinda en 6nemli teoremi asagida verilmistir.

Teorem (De Moivre Formiilii)
neZ" ve z=r(cosO+isin0) ise

Z" =r"(cosnB+isinnB)

dir.

ispat:
Tiimevarim yontemi ile ispat yapilirsa,

n=1
n=k

=7
7" =r*(cos(k6) +isin(ko))
n=k+1 2" =r** [ cos[ (k +1)0] +isin[(k +1)0] |

7" =r*(cos(k®) +isin(ke)) - r(cosO +isin o)

7 =r** (cos(kB) +isin(ke)) - (cosO +isinO)

A

2" =r** [ cos[ (k +1)0] +isin[(k +1)0] |

k 51 k+1

= -7 =7
Boylece ispat gerceklestirilmistir.
Ornek 3: z =3(c05110° +isin110°) ise z° degerini bulunuz.

Yanit 3:;
fi 3_ 3 o L iai o\
2:3(cosllo°+|sm110°) -  72=3 (cosllo +isin110 )

= 2= 27(cos(3-110°) + isin(3-110°))

= 7°=27(cos(330°) +isin(330"))

Ornek 4: 7 =9/§(cos310° +isin 310") ise > degerini bulunuz.
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Yanit 4:
7= §/§(c05310° + isin310°) = 2= (§/§)3 (c05310° +isin310° )3

|

= =3

(o2}

J (cos(3-310°) +isin(3-310")

3
= 2°=3%(cos(930") +isin(930°))

1
= 2°=32(c0s(210" +720°) +isin(210° + 720°))
= = (cos(210°) +i sin(210°))

Teorem
1 -2n<Arg(z)+Arg(w)<m,
z,weCve n=40, -n<Arg(z)+Arg(w)<m,
-1, 7w<Arg(z)+Arg(w)<2m,

olduguna gore,
Arg(z-w)=Arg(z) + Arg(w) +n-2x

dir.

Ispat:
Arg(z) =s ve Arg(w)=t olmak iizere, yukaridaki ilk teoreme gore,

S+t, S+t+2n, s+t-2n
gergel sayilarindan her biri z-w ¢arpim karmasik sayisinin bir argumentidir.
—n<S<m ve —n<t<rm
oldugundan
—2n<S+1<2n
dir.
S+t (—27‘c, —TC] , (—Tl:, Tc] veya (Tc, Zn] araliklarinin birinde ve yalniz birinde yer alir.

2n<S+t<—=m = —7w<0<s+t+2n<n
—n<S+t<m = —n<S+t+0<x
n<S+1<2n = —m<S+t-2n<0<m

oldugundan S+t+2m, s+t veya S+t—2m gercel sayilarindan biri ve yalniz biri z-W ¢arpiminin
asil argumentidir. n nin tanim1 g6z oniine alindiginda,

Arg(z-w)=Arg(z) + Arg(w) +n-2n

elde edilir.
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Ornek 5: z, =2(cos30° +isin30°) ve z,=2(cos60° +isin60°) ise Arg(z,-z,) yi bulu-

nuz.

Yamt 5:
Siz yapiniz.

Ornek 6: z, =2(cos30° +isin30°) ve z, =2(cos60° +isin60°) ise Arg(z,-z,) yi bulu-

nuz.

Yanit 6:
Siz yapiniz.

ALISTIRMALAR

=

z, =2(cos30° +1isin30°) ve

z, =2(cos60° +isin60°) ise Z;-Z, carpimini
bulunuz.

z, =c0s180° +isin180° ve

z, =€0s90° +isin90° ise Z;-Z, garpimini
bulunuz.

Z=c0s180" +isin180° ise z° degerini bulu-
nuz.

2:5(coslo° +isin10°) ise z° degerini bu-
lunuz.

z=%2 (c0518° +isin18°) ise ¥ degerini
bulunuz.

1.18.4 Bolme

6. z,=3(cos70° +isin70°) ve

2, =4(cos80° +isin80°) ise Arg(z,-z,) vi
bulunuz.

. 2, =4(cos123 +isin123’) ve

z, =7(cos280° +isin280°) ise Arg(z, -z,)
yi bulunuz.

, 21:3cis(gj ve Z, :4cis(2—5n] ise

Arg(z, -z,) yi bulunuz.

. (Tm . (5m
Z, =5cis| —= Z, =4cis| — | i
.4 (13j ve £, ( ) j 1Se

Arg(z, -z,) yi bulunuz.

Iki karmagik sayinimn béliimiinii asagidaki teorem vermektedir.

Teorem

Herhangi iki karmasik say1 z, =|zy|-(cos©+i-sin6) ve z, =|z,|-(cosa+i-sina) olsun.

4 :H-(cos(e—a)ﬂ-sin(e—a))

Z, |z
dir.
ispat:
z, =(z,|- (cosO+i-sinB) ve z,=|z,|-(cosa+i-sina) #0 karmasik sayilarmin boliimii;
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7, _ |z (cos®+i-sin6)
Z, |z,]-(coso+i-sina)

_|z| (cos6+i-sin6)
|2,| (cosa+i-sino)

_|z| (cosB+i-sin)
|z,| (cosa+i-sino)
|

(cosa—i-sina)

_ |z (cosB+i-sin6)- (coso.—i-sine)

~|z,| (cosou+i-sino)-(coso—i-sina

_|zi| (cosbcosa+sinBsina) +i-(cosBsina—sinfcosa)

|z, cos? a+sin® o

_[2] (cos(6—or) +i-sin(6—oy)
12| 1

:%.(Cos(e_a)ﬂ-sin(@—a))
2

Ornek 1: z, =c0s60° +isin60° ve z, =cos30° +isin30° ise z, :Z, boliimiinii bulunuz.

Yamt 1:
2 _(cos60° +isin60°)
Z,  (cos30°+isin30°)

=(cos(60" —30) +isin(60° —30))

=c0s(30°) +isin(30°)

Ornek 2: z, =c0s95" +isin95° ve z, =€0S65° +isin65° ise Z; :Z, boliimiinii bulunuz.

Yamt 2:
2 _(c0s95° +isin95°)
Z,  (cos65° +isin65°)

=(cos(95" —65") +isin(95" —65))

=c0s(30°) +isin(30°)
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Teorem
Arg(z) =6 olduguna gore,

Arg(z), 6=m,

Arg(z ) = {—Arg(z), 0=,

dir.

Teorem
z, WeC karmagik sayilarinin her ikisi sifirdan farkli ve n yukaridaki teoremde tanimlanan
tam say1 olduguna gore,

Arg (%) =Arg(z) — Arg(w) +n-2x

dir.
Teorem
z=|z|(cosO+isinB) ve neZ" olduguna gore,
2" =7 " [cos(—n-6) +isin(-n-6)]
dir.
ALISTIRMALAR
1. z, =c0s195" +isin195" ve 2. 2, =C05295" +1sin 295" ve
Z, =C0S165° +isin165° ise z; :Z, boliimiini z, =C0S70° +1isin70° ise Z; :Z, bdliimiinii
bulunuz. bulunuz.

1.19 Karmasik Sayilarin n. Dereceden Kokii

Tanim (KARMASIK SAYILARIN n. DERECEDEN KOKU)

zeC ve neZ" olduguna gore, W' =z denklemini ger¢ekleyen w karmasik sayilarindan

her birine z nin n inci dereceden kékii denir. z nin n inci kuvvetten koklerinin kiimesi z*" ile goste-
rilir.
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Teorem
Sifirdan farkli bir karmagik sayinin n inci dereceden, birbirinden farkli n tane kokii vardir.
z=r(cosO+isin®) ve neZ" olduguna gore ke {0,1, 2,3, } olmak iizere

n 0+k-2x) .. (0+k-2%
.= . e Jrhen
z |Z| COS +1SIn N

esitligi ile belli Z, karmasik sayilarindan her biri z nin n inci dereceden bir kokiidiir.

ispat:
ke {0,1, 2,3, } olman tizere Z, karmasik sayilarinin argumentleri birbirinden farkli oldu-
gundan bu karmasik sayilar birbirinden farklidir. Diger taraftan,

@) =[|Z|]/n T : {cos[—e ki E 2“) +isin (—6 - E Znﬂ
=|z|- (cosO+isin6)
=z
oldugundan, her bir Z, karmasik sayis1 z nin n inci dereceden bir kokiidiir.

Ispat1 tamamlamak icin z nin n inci dereceden baska bir kkiiniin var oldugunu varsayarsak,
bu sayiy1,

S-(cosa+isinay)
ile gosterilsin. Buna gore,
s" -[cos(na) +isin(na) | =[z] - (cos 6 +isin 6)
yazilabilir. Bu durumda,
S-(cosa+isina) =z,

dir. Bu durum bir celiskidir. Oyleyse, varsayim yanlistir. Yani, z nin n inci dereceden farkli kokleri n
tanedir.

Not : z karmasik sayisinin n. dereceden kokleri, merkezi analitik diizlemin baglangi¢ noktasinda ve

yarigap uzunlugu |Z|]/n olan ¢cember i¢inde diizgiin bir ¢okgen olusturur.

Ornek 1: z=4-4i karmasik sayisinin ii¢iincii dereceden koklerini bulunuz.

Yanit 1:

z=4-4i = |z|=\/42+42 =42

_ -4\ o
Arg(z) =arctan [?j =arctan(-1) ==
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z= 4ﬁ[cos(—g) +i-sin [—gﬂ

ALISTIRMALAR

1. z=4-4i karmasik sayisinin besinci derece- | 2. z=4-—4i karmasik sayisinin onuncu derece-
den koklerini bulunuz. den koklerini bulunuz.

1.20 Karmasik Sayilarin Karekaékii

z=z|-[cos(0+k-2m)+i-sin(®+k-2m)] ve kokler Wy, keZ olsun.

0+k-2n) . . (0+k-2%
W = . . k
« =7 {cos( > j+| sm( > H Y/
. 0+0-2n) . . (0+0-2n
k=0 igin w,= |z|-{cos( 5 j+|-sm( > H

o= 2| [ 3 i[5
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.. 0+1-2n) . . (6+1-2¢
k=1 w, =./|z| -| cos +i-sin
1¢1n 1 \/ﬂ [ ( 2 j ( 2 H

w1 oos( 3 - 95| =~ os{ -5 2

Sonuglar incelendiginde goriilecektir ki W, +W, =0 dir.

Ornek 1: Z=4-4i karmasik sayisinin karekoklerini bulunuz.

Yanit 1:
2=4-4i = |f=NE+& =42

Arg(z) =arctan (%) =arctan(-1) =——

z= 4\/5{005(—2)“ -sin(—%ﬂ
“Tik-2n T ik-on
= 4\/_) E%}Hsin{%} Ke7

e e
5

z, =29 cos[ﬁ)ﬂ-sin(ﬁj
8 8

Ornek 2: Z=5+12i karmasik sayisinin karekoklerini bulunuz.
Yamt 2:
z=5+12i = |7=v5"+12* =13
12 S : o .
Arg(z) =arctan 5 bu deger bilinen bir ag1 degeri degildir. Bundan dolay1, w bir karma-
stk say1 olmak iizere Z=W? ve W=X+YVi olsun. Buna gore;
z=w" = W =(X+Yi)

= =X% + 2xyi + (yi)?
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= = X2 +2xyi —y*
z=5+12i ve W =X +2xyi—-y* = X*+2xyi—y’=5+12i
= X-y*=5 ve 2xy=12

= X°-y’=5 e y:ﬁ
X
2
y=§ ve X* —y* =5 = xz—(gj =5
X X
= X'-5x*-36=0
=  (X¥-9(x*+4)=0
= x?-9=0 veya X*+4=0
= X=733 veya X’=—+4
= X=733 veya X’=-4 igin ¢oziim yoktur. Ciinkii X€R .
X=3 = y=12 = W;=3+2i ve w,=-3-2i
ALISTIRMALAR
1. Z:—l+i\/§ karmagik sayisinin karekoklerini | 3. Z=—\/§—i 3 karmasik sayisinin karekokle-
bulunuz. rini bulunuz.
2. z=-1- i\/é karmasik sayisinin karekoklerini | 4. z =—\/§ —i karmasik sayisinin karekoklerini
bulunuz. bulunuz.

1.21 Karmasik Sayilarin Kiip kékii

z=|z|-[cos(0+k-2m)+i-sin(0+k- 2m) ] ve kokler W, keZ olsun.
0+k-2n) . . (B0+k-2%
W, = . . k
K /|z| [cos( 3 j+| sm( 3 H ez

k=0 igin w, :ﬁ/ﬂ~
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. 0+2-2x) . . (0+2-2n
k=2 =3|z| -| cos -Sin
igin  w; J|Z|[ ( 3 j+| [ ( 3 ﬂ
0+4n) . . (O+4xn
=3[z - .
w; =37 {cos( 3 ]+| sm( 3 ﬂ

Sonuglar incelendiginde goriilecektir ki Wy +W; +w, =0 dir.

Ornek 1: z=4-4i karmasik sayisimn kiip koklerini bulunuz.

Yanit 1:
z=4-4i = |f=N#+4 =42

Arg(z) =arctan (%) =arctan(-1) =——

sl el

7T Y
——+k-2n ——+k-2n
= W, f«/?-{cos{%}ﬂ-sin{%]]

~T40-2n ~T10-2n
k=0 igin w,=2"%|cos 4T +i-sin 4T

w, =2%% | cos

“Ti1.2n “Ti1.2n
k=1igin w,=2%%|cos| 24— |+i-sin| —4——
I 3 3
-2

w, =2%° | cos

w, =2%%.| cos

_Ti2.2n “Ti2.2n

=2%6. cos(5 )-H sm(snﬂ
U 4

Ornek 2: Z=8i karmasik sayismin kiip koklerini bulunuz.
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Yamt 2:

2=8i = z=0+8i o Z=8‘[C°S(g]+ism(gj]
o]

T ik-2n Tik-2n
= w, =38-|cos 2T +i-sin| 2 keZ

TL0-2n T10-2n
k=0 i¢in w,=2-|cos ZT +1i-sin 2T

W, =2-| CoS

Ti1-2n Til2n
k=1icin W;=2-|COS 2 yjsin] 2

k=2 igin W, =2-|cC0S

ALISTIRMALAR
1. z=-8i karmagik sayisinin kiip koklerini bu- | 3. Z=8+8i karmasik sayisinin kiip koklerini
lunuz. bulunuz.
2. Z=27i karmasik sayisinin kiip koklerini bu- | 4. Z=-271 karmasik sayisinin kiip koklerini bu-
lunuz. lunuz.

1.22 Karmasik Sayinin Tamsayi1 Olmayan Kuvveti

Sifirdan farkli herhangi bir z karmasik sayisinin tam say1 kuvveti daha 6nceki konularda ve-
rilmisti. Burada z karmasik sayisinin tam say1 olmayan kuvvetini tanimliyoruz.
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Tanim (KARMASIK SAYININ TAMSAYI OLMAYAN KUVVETI)
z#0, bir karmasik say1 ve W€ C—7, olmak iizere

{ew'“‘We(C—Z Ve ae In(z)}

kiimesine z nin w inci kuvveti denir. z" bigiminde gosterilir.

Tanim (ESAS DEGER)
Z#0, bir karmasik say1 ve w herhangi bir karmasik say1 olmak iizere

eWln(z)

karmagik sayisina z" nin esas degeri denir. A(z") bigiminde gosterilir.

Teorem
W eC -7 olmak iizere

W _ {ew-Ln(z)+n-w~i-2n

|

dir.

1.23 Karmasik Sayinin Orijin Etrafinda Dondiiriilmesi

Herhangi bir z karmagik sayisinin, Orijin etrafinda pozitif yonde o agisi kadar dondiiriilmesi
ile olugan yeni karmasik say1 z-(coso+isino) dir.

Herhangi bir z karmagik sayisinin, Orijin etrafinda negatif yonde o acis1 kadar dondiiriilme-
si ile olusan yeni karmasik say1 z - (€0s(—at) +isin(—c)) dir.

Kural: Bir vektérii Fo. agis1 kadar dondiirmek igin bu vektoriin karmasik sayi bigimini
cos(xo) + isin(Fay) ile garpmak yeterlidir.

1.24 Polinom Denklem

Tanim (POLINOM DENKLEM)
Katsayilar: C den n inci dereceden bir polinom P(x) olsun.

P(x)=0
denklemine polinom denklem, n ye denklemin derecesi, denklemi gergekleyen her bir karmagik sa-

yiya denklemin kékii, denklemin tim koklerinin kiimesine denklemin ¢dziim kiimesi veya dogru-
luk kiimesi denir.
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Teorem

Katsayilar1 C den secilen bir polinom denklemin en az bir kokii vardir.

1.25 Karmasik Sayilarin Ustel Sekli

Ustel fonksiyonlardan €* fonksiyonunun Maclaurin serisine gére algimi

2 3

X X
e =1+X+—+—+
2t 3

X4

41

dir. Bu agilimdan yaralanarak z € C olmak iizere €* nin degeri bulunacaktir.

Tanim (EULER FORMULU)
zeC ve z=X+I1y olmak lizere

e’ =e*(cosy+isiny)

dir.
Teorem
zeC ve arg(z)=6 olduguna gore z=|z|e" dir.
ispat:
arg(z)=0 olduguna gore, z=|z|(cosO+isin6) dir. Tanima gore COSO+isiNG yerine €*
yazilirsa,
z=|z]e"
Teorem
Z=X+1Iy olmak iizere
1. |e*|=e">0
2. arg(e’)=b+k-2n
dir.
ispat:
1. |7 =le*V 2. |e’|=¢€* oldugundan, €& =|e*|(cosy-+isiny)
=|e*(cosy+isin y)‘ yazilabilir. Buna gore, y sayis1 €° nin bir ar-
. gumentidir. Argument tanimina gore
=|e*||cosy+isiny|
=leX|- 1 arg(ez):y+k~2n
_|ax
Bl dir.
=e*>0
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Teorem
Z,W e C olmak iizere

dir.

ispat: )
Z=X+Yyl ve W=U+WVI olsun.

1. e -e¥=g.g"
=e*(cosy+isiny)-e“(cosv+isinv)
=ge*-e"-(cosy+isiny)-(cosv+isinv)
=e**[cos(y +V) +isin(y +V)]

ex+u+i (y+v)

Z+W

=e

@D
) o
ms|H 5|"‘

Sonucg:

1. ez+i21r :ez

1

ex+iy

@[

1
~ e¥(cosy+isiny)

_1 1
e* cosy+isiny

=& *[cos(—y) +isin(-y)]
— e—x—iy

= e—Z

2. Z=|Z|-eie ve W:|W|.eioc ise Z-W:|Z|-|W|-ei(e+°‘)

3. z=[2]-€® ve w=|w|-€* ise 2=
w

. ei(e_a)

Teorem

neZ" olmak iizere (6°)" =€ dir.
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Ispat:
Z=X-+VYi olsun.

(ez)n _ (ex+iy)n
= [ex (cosy +isin y)]n

=e™(cosny +isinny)

— X+

_ en(x+yi)

en-z

Teorem
Z € C olmak tizere

e?=1 < (neZ ve z=n-i-2n)

dir.

ispat:
Z=X+Yi olsun.

(=): =1 = e*(cosy+isiny)=1
= (e*cosy=1 ve €*siny=0)
= (e*cosy=1 ve siny=0)
= (e*cosy=1 ve keZ igin y=knr)
= (e*coskn=1 ve keZ)
= (e*(-D*=1 ve keZz)
= (k=2n ve neZ ve e =1)
= (k=2n ve nez ve x=0)
= (z=0+iy ve y=kn, ve k=2n ve neZ)
= (z=1-2n-n ve neZ)
= (Z=2m-i-n ve neZ)
(<):(nez ve z=2m-i-n) =  ef =N
= e’ =cos(2r-n)+isin(2r-n)
= e’ =1
Teorem

e’ =e" & (Z-W=n-i-2x ve neZ)
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Ispat:
(Z—w=n-i-2n ve neZ) & =l

dir.

Ornek 1: € karmagik sayisint X +Yi bi¢iminde yaziniz.

Yamt 1:

ei :e0+i
=¢°-(cosl+i-sin)
=cosl+i-sinl
=cosl+i-sinl
=0,999+i-0,017

Ornek 2: el(i) karmagik sayisint X+ Vi bi¢iminde yaziniz.

Yanit 2:

ail3) _ osil3)
=e° ~(cos(§)+i-sin(§))
_1.(0+i-1)

Ornek 3: % karmagik sayisint X+Yi bi¢iminde yaziniz.

Yanit 3:

ei-300 0-+i-300

=e

=e%. (cos300° +i-sin300°)

Ornek 3: "™ =—* oldugunu gdsteriniz.
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Yamt 3:
ez+i-n —e

z

‘ei-n

eZ O+i-

e
e’ -[eo -(cosT +i -sinn)]

¢ [1-(-1+i-0)]

= —eZ

ALISTIRMALAR

1. e karmagik sayisin1 X+Yi bi¢iminde yazi-
niz.

2. €° =1 oldugunu gdsteriniz.

3. €2 = _¢? oldugunu gdsteriniz.

4. € =-2 denkleminin C deki ¢bziim kiimesi-
ni bulunuz.

5.

1.26 Karmasik Sayilarin Logaritmasi

e*1 =1 denkleminin C deki ¢oziim kiimesi-

ni bulunuz.

z=r-e"° olduguna gore z=r-e™ oldugunu
gosteriniz.

In(r)+i6

z=r-g" olduguna gore Z=€ oldugunu

gosteriniz.

Teorem

2eC—{0} olduguna gore, €" =z denkleminin C deki ¢6ziim kiimesi,

{Ln|z|+i -arg(z) +2n-i-nln eZ}

dir.

ispat:
w; =Ln|z/+i-arg(z) olsun.

Wi :eln\z\ﬂ-arg(z) :eln\z\ -ei'arg(z) =|Z| .ei.arg(z) _5

dir. Buna gore, W, karmasik sayis1 € =z denkleminin bir ¢oziimiidiir. Eger W, bu denklemin baska

bir ¢oziimii ise,
€

olur. Buna gore,

Wy, —W; =21-i-N, neZ

veya

W, =W, +21t-i-n,

W, _

=€

W,

(Teorem geregi)

nez
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elde edilir. Buna gore,
W, =Ln|z|+i-arg(z)+2n-i-n, nez
dir. Bu durumda, €V =z denkleminin ¢Oziim kiimesi,
{Ln|z| +i-arg(z)+2m-i-n|n eZ}

dir.

Tanim (DOGAL LOGARITMA)
z, stfirdan farkl bir karmasik say1 olduguna gore,

e =z
denkleminin ¢6ziim kiimesine z nin dogal logaritmasi denir. Bu kiimenin,
In|z|+i-arg(z)

elemanina z nin logaritmasinin asli degeri denir. z nin dogal logaritmast In(z) ile, logaritmasinin asli
degeri LNn(z) ile gosterilir.

Teorem
1 —2n<arg(z)+arg(w)<-m,
z-W#0 ve n=90, -—m<arg(z)+arg(w)<m,
-1, m<arg(z)+arg(w) <2,
olduguna gore,

Ln(z-w)=Ln(z) +Ln(w)+27x-i-n

dir.

ispat:
Logaritma tanimina gore,

Ln(z-w) =Ln|z-w|+i-arg(z-w)
=Ln(|2]-|w|)+i-[arg(z) +arg(w) + 2 n]
=Ln|z|+Ln|w|+i-arg(z) +i-arg(w)+2m-i-n
=[ Ln|z|+i-arg(z) ]+[ Ln|w|+i-arg(w) |+ 2x-i-n
=Ln(z)+Ln(w)+2mr-i-n

dir.

Ornek 1: z=i olduguna gére, Ln(z) yi bulunuz.
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Yamt 1:

Ln(z) =Ln(i)
=Inli|+i-arg(i)
=mmng

T .
=—-j
2

Ornek 2: z=-i olduguna gére, Ln(—i) yi bulunuz.

Yanit 2:
Ln(z) =Ln(-i)

={Ln(-)+2n-i-nnez}

:{|n|—i|+i-arg(—i)+2n-i-n|n eZ}

neZ}

Ornek 3: z=1+i olduguna gore, Ln(z) yi bulunuz.

:%E+ern
2

Yanit 3:
Ln(z) =Ln@+1i)

=In[l+i|+i-arg(d+i)
=In(v2)+i-Z
(V2)+i-5
Ornek 4: z=1++/3i olduguna gore, Ln(z) yi bulunuz.

Yanit 4:

m@:iqupﬁ)
=In‘l+i-\/§‘+i~arg(l+i-\/§)

=In2+i-=
3

ALISTIRMALAR

1. z=+/3—i olduguna gére Ln(z) yibulunuz. | 3. z=—/3+i olduguna gére Ln(z) yi bulunuz.
2. z=2i olduguna gore Ln(z) yi bulunuz. 4. 2=2+2i olduguna gore Ln(z) yi bulunuz.
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Notlar:
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